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Aufgabe 3. Seien P,P’,Q,Q’,R,R’ Punkte in der euklidischen Ebene E? mit P # P/,
Q # Q' und R # R'. Aulerdem seien die Geraden PP’ und QQ’ nicht parallel. Beweisen
Sie, dass der Schnittpunkt S von PP’ und QQ’ genau dann auch auf der Geraden RR/ liegt,

0 = det(P,P')det(Q' — Q,R' — R) + det(Q, Q")det(R' — R, P’ — P)+
+det(R, R)det(P' — P, Q" — Q).
(10 Punkte)

e Lisung:

— Vorbemerkung: Wir werden in der Losung dieser Aufgabe (und auch in der Lsung
zur Aufgabe 4) die bekannten Eigenschaften der Determinante benutzen. Hier
nochmal eine kurze Zusammenfassung: Fiir alle @, v, w € R? und «, 8 € R gilt

det(at + BV, W) = adet(d, w) + S det(V,w) (Linearitét in der ersten Spalte)

det(d, av + pfw) = adet(d, V) + Sdet(d,w) (Linearitét in der zweiten Spalte)
sowie
det(u, v) = —det(V,d) (Antisymmetrie).

Beachte aulerdem, dass gilt
det(ud, V) # 0 <= u, V linear unabhéngig.
All diese Aussagen lassen sich im R? natiirlich auch direkt aus der Definition
det(d, V) = ujv2 — ugvy

folgern (fiir u = (u1, u2),v = (v1,v2)).

Im Folgenden benutzen wir aulerdem die Schnittpunktformel aus Satz 5.3.13: Seien
gas =A+R -V und gg 3 = B+ R- W zwei nicht-parallele Geraden in E? (d.h.
V,w sind linear unabhiingig) und sei O € E? ein beliebiger Punkt. Dann ist der
Schnittpunkt S von gy ¢ und gg  durch die Gleichung

S=0 (det(o_B’, W) — det(OA, \"f')v?r)
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gegeben. Beachte, dass in der Vorlesung die Notation [V, W] := det(V, w) benutzt
wurde. Desweiteren setzen wir O = (0,0) und identifizieren jeden Punkt P € 2
mit seinem Verbindungsvektor OP = P — O. Obige Formel wird dann zu
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— Im Fall, dass g5 ¢ = PP’, also A =P und v = P’ — P, und gg = QQ’, also
B = Q und w = Q' — Q, erhalten wir fiir den Schnittpunkt S von PP’ und QQ’

die Formel
" det(P' — f1> Q-Q) (det(Q, Q' — Q)(P' — P) — det(P, P’ — P)(Q' — Q))
~ det(P — f1> Q-Q) (det(Q, Q')(P' — P) — det(P,P)(Q' — Q)).

— Dieser liegt auf RR’ genau dann, wenn
det(S, R’ — R) = det(R, R’ — R) = det(R, R).

Setzt man S aus obiger Gleichung ein, erhalten wir, dass S auf RR/ liegt, genau
dann, wenn

det(R,R) =
1
" det(P - P,Q - Q)

— Multipliziert man diese Gleichung noch mit det(P’ — P, Q' — Q), ergibt sich nach
umstellen der Terme die zu zeigende Gleichung.

(det(Q, Q')det(P' — P, R/ — R) — det(P, P')det(Q' — Q,R' — R)) .

Aufgabe 4. Seien A, B, C € E? drei Punkte in allgemeiner Lage, sei A € R und sei
D=XB+(1-XC, E=XC+(1-NA, F=XA+(1-)B.
(a) Zeigen Sie, dass keine zwei der Geraden AD, BE und CF parallel sind. (5 Punkte)

(b) Untersuchen Sie, fiir welche A € R sich die Geraden AD, BE und CF in einem Punkt
schneiden. (5 Punkte)

e Losung (a):

— Es gilt . N N
AD=D - A =)AB+ (1 - \AC,
BE=E-B=)\BC+(1-\)BA,
CF=F—C=\CA+(1-\CB.

bzw. (mitB—C):A—(f—AB,BA:—AB,C—A):—A_Cbund@):ﬁ—A_C})
BE—E-B=—AB + \AG,
CF=F-C=(1-)\)AB-AC.

— Die Parallelitit von AD und BE ist glelchbedeutend mit der linearen Abhéngig-
keit von den Rlchtungsvektoren AD und BE. Weﬂ beide Vektoren verschieden
vom Nullvektor sind (da AB AC bzw. BC BA jeweils linear unabhingig sind),
bedeutet linear abhéngig in dem Fall, dass ein ¢ # 0 existiert mit

—_— =

AD = ¢BE,



also N . N .
AAB + (1 - A\)AC = —cAB + cAAC.

Ein Koeffizientenvergleich liefert ¢ = —\ und e\ = 1 — A, also, —A\2 = 1 — \.
Die Gleichung 0 = A2 — A+ 1 = (A — 3)? + 2 hat allerdings keine reelle Lsun-
gen. Dementsprechend sind AD und BE fiir alle A € R nicht parallel. Analog
argumentiert man fiir die anderen Geradenpaare.

e Losung (b):

— Nach Aufgabe 3 schneiden sich die drei Geraden AD, BE und CF genau dann in
einem Punkt, wenn

0 = det(A, D)det(BE, CF) + det(B, E)det(CF, AD) + +det(C, F)det(AD, BE).
— Mit

det(BE, CF) = det(—AB + AAC, (1—- M)AB — AC) = (\2 = A+ 1)det(AB, AC),

det(CF, AD) = det((1-A\)AB—AC, AAB+(1-\)AC) = (\2-\+1)det(AB, AC),

det(AD, BE) = det(AAB + (1 — \)AC, ~AB + \AC) = (\2— A+ 1)det(AB, AC)

erhalten wir, dass sich die drei Geraden AD, BE und CF genau dann in einem
Punkt schneiden, wenn

0= (A2 — A+ 1)det(AB, AC)(det(A, D) + det(B, E) + det(C, F)).
— Benutzen wir nun noch
det(A,D) = Adet(A,B) + (1 — \)det(A, C),
det(B,E) = Adet(B,C) — (1 — \)det(A,B),
det(C,F) = —Adet(A,C) — (1 — N)det(B, C),
also
det(A,D) +det(B,E) +det(C,F) = (2A —1)(det(A, B) 4+ det(B, C) + det(C, A)),

erhalten wir, dass sich die drei Geraden AD,BE und CF genau dann in einem
Punkt schneiden, wenn

0= (2)\ — 1)(A2 — A + 1)det(AB, AC)(det(A, B) + det(B, C) + det(C, A))
= (22— 1)(A2 = XA + 1)det(AB, AC)(—det(B — A, A) + det(B — A, C))
= (2A — 1)(A% — X + 1)det(AB, AC)2.

— Da A2 — A\ + 1 = 0 keine reellen Losungen hat und det(ﬁ, A_(f) # 0, ist obige

Gleichung genau dann erfiillt, wenn \ = %



