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Aufgabe 1. Sei (£,G) eine Inzidenzebene, die das Parallelenaxiom erfiillt und sei £ endlich.

(a) Beweisen Sie, dass auf parallelen Geraden g,h € G die gleiche Anzahl von Punkten
liegt.

(b) Untersuchen Sie, ob £ genau sieben Elemente haben kann.
e Losung (a):

— Seien g, h € G zwei parallele Geraden. Wenn g = h ist nichts zu zeigen. Seien also
g und h verschieden und parallel, d.h. es gilt gNh = 0.

— Wir konstruieren eine Bijektion 8: g — h folgendermaflen: Seien P € g und
Q € h beliebig gewihlt (das ist moglich nach Axiom (I2)). Sei nun S € g. Sei p
die eindeutige Parallele zu PQ durch S. Dann schneidet p die Gerade h in genau
einem Punkt. Dies sieht man wie folgt:

* Wenn p die Gerade h in mehr als einen Punkt schneidet, gilt p = h (nach
(I1)), also S € gNh im Widerspruch zu gNh = (.

x Wenn p die Gerade h nicht schneidet, gilt p|/h. Zusammen mit p||PQ folgt
dann h||PQ. im Widerspruch zu hN PQ = {Q}.

— Diesen eindeutigen Schnittpunkt von p und h bezeichnen wir mit §(S). Es ist klar,
dass man auf genau dieselbe Weise eine inverse Abbildung zu S konstruieren kann,
also ist 8 eine Bijektion. Somit folgt die Behauptung.

e Losung (b):

— Wir zeigen allgemein, daf§ die Zahl #& niemals eine Primzahl sein kann (also ist
insbesondere #& # 7). Sei dazu g € G eine Gerade. Wir definieren nun folgen-
de Aquivalenzrelation auf £ : Fiir zwei Punkte P,Q € £ sei P ~ Q :& (P =
Q oder PQ ist parallel zu g). Das ist tatséchlich eine Aquivalenzrelation; nur bei
der Transitivitdt mufl etwas gezeigt werden und das folgt sofort aus dem Paralle-
lenaxiom. Da & endlich ist, zerfillt £ in endlich viele disjunkte Aquivalenzklassen.
Jede dieser Aquivalenzklassen ist eine Parallele zu g und damit gleichmichtig zu
g nach Teil (a). Sei N die Anzahl der Aquivalenzklassen. Dann gilt

#E =N - #g.

Wire #& nun eine Primzahl, dann wére entweder N =1 (also £ = g, was Axiom
(I3) widerspriche), oder #g = 1 (was Axiom (I2) widerspriche). Also folgt die
Behauptung.

Aufgabe 2. Sei (£,G,| - |-) eine angeordnete Inzidenzebene und seien O, A, B € & drei
Punkte in allgemeiner Lage. Seien aufilerdem A’ € S(O,A) und B’ € S(O,B) Punkte, so
dass O|A|A’ und AB N A'B’ # (). Zeigen Sie, dass dann B’ € OB gilt.




e Losung:

— Angenommen, es gilt B’ ¢ OB. Wegen B’ € S(O,B) ist das gleichbedeutend
mit O|B|B’. Dann schneidet die Gerade A’B’ weder die Strecke OA mnoch die
Strecke OB, denn sonst wiren O, A’, B’ (und somit auch O, B, A) kollinear. Daher
schneidet die Gerade A’B’ genau eine Seite des Dreiecks Apgag, was dem Satz von
Pasch widerspricht.

Aufgabe 3. Sei (£,G,|-|) eine angeordnete Inzidenzebene und sei P € €. Zeigen Sie, dass
drei Punkte A, B, C € £ in allgemeiner Lage existieren, so dass P € Int(Aapc).

e Losung:

— Sei g € G eine Gerade mit P € g. Dann wéhlen wir einen Punkt B € g mit
P # B (moglich nach Axiom (I2)) und einen Punkt C € g mit B|P|C (mdoglich
nach Axiom (A2)). Weiter wihlen wir einen Punkt A € £ mit A ¢ g (Axiom
(I3)). Nun wiihlen wir Punkte B/, C’ € £ mit A|B|B’ und A|C|C’ (wieder Axiom
(A2)). Nun behaupten wir, da§ P € Inta ., Nach Blatt 4, Aufgabe 3(a) ist auf
jeden Fall P € [B]acr und P € [C]ap/. Weiter gilt (B, C)|p/¢/, denn die Strecke
BC schneidet die Gerade B/C’ nicht (Argumentation wie in Aufgabe 2). Nun sagt
uns Blatt 4, Aufgabe 3(b), da8 P € [B|p/c/. Da auerdem [B|p/cr = [A]p/cr ist
(wieder Blatt 4, Aufgabe 3(a)), folgt

Pc [A]B’C’ N [B]AC’ N [C]AB’-

Nun verwenden wir nochmals Blatt 4, Aufgabe 3(a) um zu sehen, da8 [B]acr =
[B']ac’ sowie [Clap’ = [C'|ap’ ist. Daraus folgt schluBendlich

P e [A]B’C’ N [B,}AC’ N [C/]AB’ = Int(AAB/C/).

Aufgabe 4. Seien A, B, C,D Punkte einer Hilbertebene mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Sowohl die Punkte A, B, D als auch die Punkte B, C,D sind in allgemeiner Lage.
(2) C ¢ [Alsp.
(3) Die Winkel Zap und Z¢pp sind rechte Winkel.

Zeigen Sie, dass A|B|C gilt.
e Losung:

— Es geniigt zu zeigen, dafl B € AC ist. Aus der Forderung C ¢ [A]gp folgt ndmlich,
daB sich BD und AC schneiden; auBerdem wissen wir, dafl es hochstens einen
Schnittpunkt zwischen BD und AC geben kann, denn sonst wire A € BD. Sei
C’ € £ ein Punkt mit A|B|C’. Da ZaBp ein rechter Winkel ist, ist Zpgcr ebenfalls
ein rechter Winkel (per definitionem). Aus der Eindeutigkeit der Winkelabtragung
(Axiom (K4)) folgt nun, daB S(B,C) = §(B, C'), also sind A, B, C kollinear, was
fiir den Beweis noch zu zeigen war.



Aufgabe 5. Sei Aapc ein gleichschenkliges Dreieck in einer Hilbertebene (€,G, | |-, =) mit
Basis BC. Sei M der Mittelpunkt von BC und seien D, E € £ Punkte mit A|D|B, A|E|C
und AD = AE.

(a) Zeigen Sie, dass D, E, M in allgemeiner Lage sind.
(b) Zeigen Sie, dass Apgm gleichschenklig ist mit Basis DE.
e Losung (a):

— Das folgt aus dem Satz von Pasch: Wiren die Punkte D, E; M nicht in allgemeiner
Lage, also kollinear, dann gébe es eine Gerade, die keinen der Eckpunkte, aber alle
Seiten des Dreiecks Aapc schneidet.

e Losung (b):
— Nach dem Basiswinkelsatz (Satz 3.3.10) gilt

ZpBM = ZABC = 4ZBCA = £MCE-

Weiter ist nach Annahme und Streckensubtraktion (Korollar 3.2.3) DB = EC.
Die Kongruenz BM = MC folgt aus der Annahme, da8 M der Mittelpunkt der
Strecke BC ist. Aus dem Kongruenzsatz SWS folgt nun, dal auch DM = EM ist,
was zu zeigen war.

Aufgabe 6. Sei (£,G,| - |-,=) eine Hilbertebene. Sei g € G, sei P € £\ g und sei Lp
der LotfuBBpunkt von P auf g. Seien weiter A, B, C € &£ in allgemeiner Lage mit folgenden
Eigenschaften:

e Die Strecken AB und PLp sind kongruent.

e Der Winkel Zapc ist ein rechter Winkel.

(a) Man beweise, dal mindestens zwei verschiedene Punkte Q;,Q, € g derart existieren,
dass ALPij = /gca fir j=1,2.

(b) Man beweise, dass es genau zwei Punkte Q;, Q, € g wie in Teil (a) gibt.
e Losung (a):

— Seien Hy und Hy Punkte auf g mit H; |Lp|H,. Fiir j = 1,2 gibt es dann genau ein
Q; € S (Lp, H;) mit der Eigenschaft, da LpQ; = BC ist (eindeutige Streckenab-
tragung an Strahlen, Axiom (K1)). Da S(Lp,H;) N S(Lp, Hy) = {Lp} ist und
die Q; jeweils verschieden von Lp sind, folgt Q; # Q2. Fiir j = 1,2 ist dann das
Dreieck AprQj nach dem Kongruenzsatz SWS zum Dreieck Aapc kongruent.
Daraus folgt insbesondere die geforderte Kongruenz von Winkeln.

e Losung (b):

— Es geniigt zu zeigen, daB fiir fest gewéhltes j € {1,2} genau ein Q € §(Lp, H;) mit
den gewiinschten Eigenschaften existiert. Existenz ist bereits aus Teil (a) bekannt.
Seien also Q, Q' € §(Lp, H;) zwei solche Punkte. Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen,
dal Lp|Q|Q’ ist. Im Dreieck Apqq ist dann der Winkel /pqq’ zum Nebenwinkel
des Winkels Zpq/q kongruent, was Satz 3.5.2 widerspréche.



Aufgabe 7. In der euklidischen Ebene E? betrachten wir die Punkte A = (-2,3), B =
(—4,7), C = (5,4) und die Gerade g = A +R-d mit 4 = (3) Auflerdem sei 1 die Senkrechte
zur Geraden BC durch A.

(a) Uberpriifen Sie, dass die Punkte A, B, C nicht kollinear sind, und untersuchen Sie, ob
B auf g liegt.

(b) Bestimmen Sie A, 1z € R derart, dass BC = {(x,y) € E? : Az + uy = 1}

(c) Zeigen Sie, dass g und BC nicht parallel sind, und bestimmen Sie den Schnittpunkt der
Geraden g und BC und den Schnittpunkt der Geraden 1 und BC.

(d) Berechnen Sie den Lotfufipunkt des senkrechten Lotes von C auf AB und den Radius
des Umbkreises des Dreiecks Aagc.

e Losung (a):

— Die Gerade durch die Punkte A und B ist {(—2,3) 4+ t(—2,4): t € R}. Man iiber-
priift leicht, daf§ die Gleichung (—2,3) + t(—2,4) = (5,4) nicht losbar ist, also gilt
C ¢ AB und A, B, C sind nicht kollinear. Genauso sieht man, daf§ die Gleichung
(—2,3) +t(4,2) = (—4,7) nicht lésbar ist, also liegt B nicht auf g.

e Losung (b):

— Es muf$ gelten —4A+7p = 1 und 5A+4p = 1. Dieses lineare Gleichungssystem 16st

man (z. B. mit dem GauB-Verfahren); es ergibt sich die eindeutige Losung u = %

und \ = %7

— Alternativ hat man (]§~(§)L = (S) Dann ist die Gerade {(z,y) € E? : 3z + 9y = ¢}
fiir beliebiges ¢ € R parallel zu BC und die Bedingung, dass B darauf liegen soll
liefert ¢ = —12 4+ 63 = 51. Dann haben wir

BC = {(z,y) € E?: 32+ 9y =51} = {(z,y) € E*: 2 + 3y = 17}
1 3
= E?: — —y =1}
{(@y) €E°: mo+ y =1}
Somit leistet (A, 1) = (1=, =) das Gewiinschte.

e Losung (c):

— Da die Richtungvektoren U = (3) und BG = (_93) von g = (-2,3) +R- (3) bzw.
BC = {(z,y) € E? : 2 + 3y = 17} linear unabhiingig sind, sind g und BC nicht
parallel.

— Um einen Schnittpunkt der Geraden BC und g zu finden, miissen wir ¢ € R finden,
so daf3

—2 44t +3(3+2t) = 17

ist. Auflésen nach ¢ liefert ¢ = 1. Damit ergibt sich der Schnittpunkt zu (—2,3) +
4

1-(5) =(2,5).

Der Schnittpunkt von 1 und BC kann wie folgt berechnet werden: Zunéchst be-

stimmen wir eine Gleichung fiir 1. Der Vektor (_31) ist ein Richtungsvektor der



Geraden BC. Entsprechend ist die Gerade 1 senkrecht zu BC durch den Punkt
A = (—2,3) durch die Gleichung

((x,y), (37 _1)> - <(_273)7 (37 _1)>

gegeben, welche sich zu 3x — y = —9 vereinfacht. Wir haben bereits die Glei-
chung x + 3y = 17 fiir BC bestimmt (Teil (b)). Die eindeutige Losung des aus
diesen beiden Gleichungen bestehenden Gleichungssystems ist (—1,6); dies ist der
Schnittpunkt der Geraden 1 und BC.

e Losung (d):

— Der Vektor (—1, 2) ist ein Richtungsvektor der Geraden AB. Also ist eine Gleichung
des gesuchten senkrechten Lotes gegeben durch

<(xvy)’ (_17 2)> = <(574)7 (_13 2)>

Diese vereinfacht sich zu —x + 2y = 3. Zur Berechnung des Schnittpunktes miissen
wir also ein ¢ € R finden, so dafl —(—2 —¢) + 2(3 + 2t) = 3, also 5t + 8 = 3, also
t = —1. Der Schnittpunkt ist also (—1,1).

Zur Berechnung des Umkreismittelpunktes berechnen wir die Mittelsenkrechten
von AB und BC. Diese sind durch die Gleichungen

(242 +(y=3)* = (z4+4)°+(y=7)° bzw. (z4+4)°+(y—7)° = (2 -5)*+(y—4)*

gegeben. Zusammen ergeben diese Gleichungen (nach Vereinfachung) das Glei-
chungssystem
—x4+2y=13, 3z —y=—-4

Dieses 16st man und erhélt den Schnittpunkt (1, 7); dieser Punkt ist somit auch der
Umkreismittelpunkt. Der Radius des Umkreises ist gleich dem Abstand zwischen

(1,7) und A; dieser betrégt 5.

Aufgabe 8. Sei K = K(Mun,  um) der Umkreis des Dreiecks in E? mit den Eckpunkten
A = (-7,—11), B = (16,12) und C = (-7, 19).

(a) Bestimmen Sie den Umkreismittelpunkt My, , indem Sie den Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten m, und m, berechnen.

elen ta,tg und tc die Tangenten von urc , zw. C. Berechnen Sie die durc
b) Sei d die T K durch A,Bb C.B h Sie die durch
{D} =ta Ntp,{E} =tg Ntc, {F} =ta Ntc gegebenen Punkte D, E, F.

(c) Berechnen Sie den Inkreisradius des Dreiecks Apgr.
(d) Finden Sie alle Tangenten von K, die parallel zur z-Achse sind.
e Losung (a):

— Wir kénnen die Mittelsenkrechten wir in Aufgabe 7(d) berechnen. Hier wihlen wir
aber die Parameterdarstellung: Die Mittelsenkrechte m, von BC ist in Parame-
terdarstellung gegeben durch

ma:;(B+C)+R-(]§§)l:;<391) +R- <273>



Analog folgt fiir die Mittelsenkrechte m,. von AB, dass

mczi(A+B)+R-(ﬁ)¢=;<?> +R- (_11)

Fiir den Schnittpunkt My, = % (391) +7’(273) = % (gl)) —1—8(_11) von m, und m, erhalten

wir somit das Gleichungssystem

9 9 31 1
5—1—77“—5—3, ?—1—237“—54-3,

,%) gegeben ist. Das liefert My, = (1,4).

N[

dessen Losung durch (r,s) = (—
e Losung (b):
— Die Tangente durch den Punkt A besteht aus allen Punkten P, fiir die
(P,A-—M)=(A,A—-M)

ist. Schreibt man nun P = (z, y) und verwendet die bereits bekannten Werte fiir
A und M, so ergibt sich die Gleichung

8z + 15y = —221.

Analog sind die Tangenten durch B bzw. C durch die Gleichungen 15x + 8y = 336

bzw. —8x + 15y = 341 gegeben. Zur Berechnung der Schnittpunkte l6st man die

entsprechenden Gleichungssysteme; es ergeben sich die Werte D = (@, —2%1),

E = (8,27) und F = (-1 4).
e Losung (c):

— Der Inkreis des Dreiecks Apgr ist gleich K (nach Konstruktion der Punkte D, E, F).
Entsprechend ist der Radius des Inkreises gleich dem Radius von K; dieser betragt

[|A — Mym|| = v289 = 17.
e Losung (d):

— K ist der Kreis durch My, = (1,4) vom Radius ry, = 17. “Nordpol” bzw.
“Siidpol” von K sind also die Punkte (1,21) bzw. (1,—13). Die Tangenten in
diesen Punkten sind gerade die Tangenten von K parallel zur z-Achse. Sie sind
durch die Geradengleichungen y = 21 bzw. y = —13 gegeben.

Aufgabe 9. In der euklidischen Ebene E? betrachten wir die Punkte A = (—5,—2), B =
(7,6) und C = (-3, 8). Berechnen Sie

(a) den Schnittpunkt des Lotes h, von C auf AB und der Mittelsenkrechten m, der Strecke
BC,

(b) den Lotfupunkt H. € AB des Lotes h,.

e Losung (a):



— Wir haben

h.=C+R-(AB)" = (-3,8) +R- <_32>

und

maz%(B+C)+R-(B_C’)i:(2,7)+ﬂ%- @)

Der Schnittpunkt S = (—3,8) + r(}?) =(2,7) + s(é) beider Geraden erfiillt also
die Gleichungen
—3—2r=2+s und 8+4+3r=7+5s

deren Losung (r,s) = (—2,—1) ist. Somit ergibt sich S = (1,2).
e Losung (b):

— Da 5
AB=A+R-AB=(-5-2)+R- <2>

gibt es 7, s € R mit H, = (-3,8) + 7‘(;2) = (—5,-2) + s(g) D.h. (r,s) erfiillt die
Gleichungen
—3—-2r=-5+43s und 8+3r=-2+42s

deren Losung (r, s) = (—2,2) ist. Damit ergibt sich H, = (1,2) = S.
Aufgabe 10. Sei Aapc das Dreieck in E? mit den Eckpunkten
A=(1,-V3), B=(7,—V3) und C=(7,5V3).

(a) Berechnen Sie fiir Aagc den Schnittpunkt der Hohen, den Mittelpunkt des Umkreises
und den Schwerpunkt und {iberpriifen Sie die Giiltigkeit der Euler-Gleichung.

(b) Bestimmen Sie eine Hessesche Normalform der Euler-Geraden von Aapc.

(c) Bestimmen Sie fiir das Dreieck Aapc den Mittelpunkt und den Radius des Feuerbach-
Kreises.

(d) Berechnen Sie die HohenfuBpunkte von Aapc und iiberpriifen Sie, dass diese Punkte
auf dem Feuerbach-Kreis liegen.

e Losung (a):

— Beobachtung: Man sieht, dass BC parallel zur y-Achse ist (die z-Koordinaten von
B und C stimmen iiberein) und AB parallel zur z-Achse ist (die y-Koordinaten
von A und B stimmen iiberein). Im Eckpunkt B liegt also insbesondere ein rech-
ter Winkel vor. Damit ist H = B = (7, —/3) der Hohenschnittpunkt, My, =
3(A + C) = (4,2V3) der Umkreismittelpunkt (nach Satz des Thales) und der
Schwerpunkt berechnet sich nach Vorlesung zu

S:é(A+B+C):(57\/§).



— Aus unseren berechneten Punkten H, My, S erhalten wir
H + 2M,, = (7, —V3) + (8,4V3) = (15,3V/3) = 3S.

Dies ist die Euler-Gleichung.
— Ohne obige Beobachtung ist die Losung der Aufgabe etwas mithsam: Wir haben

h,=A+R-BCL=(1,-V3)+R- (é)

und
h.=C+R-(AB): = (7,5V3) + R - <(1)>

Der Hohenschnittpunkt H = (1, —v/3) + 7’((1)) = (7,5v3) + () ist also durch die
Gleichungen
1+r=7 und —V3=5V3+s

charakterisiert, deren Losung (r,s) = (6,—6v/3) ist. Damit erhalten wir H =

— Fiir die Mittelsenkrechten berechnen wir

m, = (B +C)+ R (BO)" = (7,2V3) + k- (é)

und
mc:%(A+B)+R-(H§)L:(4,—\/§)+R- <(1)>

Der Schnittpunkt My, = (7,2v/3) + T‘((l)) = (4,—v3) + 5(?) ist dann durch die
Gleichungen
T+r=4 und 2vV3=-V3+s

charakterisiert, deren Losung (r,s) = (—3,3v/3) ist. Damit erhalten wir My, =

(4,2V/3).
e Losung (b):

— Die Euler-Gerade ist gegeben durch

SH=S+R-SH=(53)+R- (_%)

Der Vektor (\{g) steht zum Beispiel senkrecht auf der Richtung von SH. Wegen
(S, (\{g)) = 6+/3 ist dann

SH = {(z,y) €E* : V3z + y = 6V3}
eine Hessesche Normalform fiir die Euler-Gerade.

e Losung (c):



— Der Mittelpunkt F des Feuerbach-Kreises ist durch die Feuerbach-Gleichung gege-
ben:

2F = 3S — My, = (15,3V3) — (4,2V3) = (11,V3).
Also gilt F = £(11,V/3).

— Da der Feuerbach-Kreis der Kreis durch die Seitenmittelpunkte von Aagc ist,
erhalten wir fiir seinen Radius r, dass

r=|3(A+B) ~F|l =4, -V3) - %(11,\/§)H =3.

e Losung (d):

— Wir haben bereits in (a) gesehen, dass AB und BC senkrecht aufeinander stehen,
dass heisst im Eckpunkt B liegt ein rechter Winkel vor. Das liefert sofort

H, =H.=B = (7,—V/3).

Wenn man nicht gesehen hat, dass in B ein rechter Winkel vorliegt, rechnet man
H, und H, genauso wie H; aus: Der Lotfulpunkt Hy ist durch die Bedingungen

H, = (xb,yb) =A+ %R = (1, —\/?;) + T‘<\}§> (dh H, € AC)

und

O—<Hb—B,C—A)_<<y:::__\/7§>,(\}§>)—xb+\/§yb—4

charakterisiert. Durch einsetzen von x, = 147 und v, = —v/3 + v/3r in die zweite
Gleichung, erhalten wir 0 = 4r — 6, also r = % Damit ergibt sich

— Nun berechnen wir )
IF = Hy|| = S[1(6,0)] = 3,
1
|F —H,|| = ||[F — H|[ = 5!\(—3,3\/5)!\ = 3.

Damit liegen H,, Hy, H, alle auf dem Feuerbachkreis.

Aufgabe 11. Sei D der Mittelpunkt der Seite AB und E der Mittelpunkt der Seite BC eines
Dreiecks Aapc in E2. AuBerdem sei P ein Punkt auf der Seite AC und Q der Schnittpunkt
der Geraden BP und DE. Dabei ist |AC| = 10 und [DQ| = 3.

(a) Zeigen Sie, dass die Geraden AC und DE parallel sind.
(b) Berechnen Sie [EQ|.

e Losung (a):



— Wegen L
——= =2=-— und B|D|A sowie B|E|C

folgt aus dem 1. Strahlensatz, dass AC || DE.

— Alternativ kann man auch berechnen
— 1 1 1 1l—»>
DE=E-D= §(B—|—C)—§(A+B) = i(C—A):§AC.

Da die Richtungsvektoren von DE und AC folglich linear abhéngig sind, gilt
AC| DE.

e Losung (b):
— Der Strahlensatz liefert
_[BA| _[AP| _1

= _ " _ AP
BD|  DQ 3

also |AP| = 6 und folglich |CP| = 4. Damit folgt wieder aus dem Strahlensatz

also |[EQ| = 2.
Aufgabe 12. (a) Seien Appc und A /g zwei Dreiecke in E? mit

b c
a=a und = —.

Zeigen Sie, dass Aac und A, g/ dhnlich sind.

(b) Sei Aapc ein Dreieck in E2. Sei F der Mittelpunkt von BC und seien D, E € E? Punkte
im Ausseren von Aapc, so dass Aapp und Aacg gleichschenklige Dreiecke sind, mit
rechten Winkeln in D bzw. E. Zeigen Sie, dass Apgr gleichschenklig ist, mit rechten
Winkel in F.

Hinweis: Zeigen Sie (z.B. mit Teil (a)), dass das Dreieck Agpap dhnlich ist zum Dreieck
Apmp (falls diese existieren), wobei M der Seitenmittelpunkt von AB ist.

e Losung (a):

— Wir betrachten das Dreieck Aprvgror charakterisiert durch die Bedingungen
BI

x* A" = A/,
+ B” € S(A’,B') und C” € S(A’,C),

x A/B”"=AB und A"C" = AC.




— Es gilt also

1 / /! /!
a=ad=a b =0 d=c

und nach dem SWS-Kongruenzsatz sind Aapc und Apvgrer kongruent. Insbe-
sondere gilt also 8” = 8 und 4" = ~.
— Andererseits folgt aus
Voo J
Vb ¢
und dem 1. Strahlensatz, dass BC||B”C".

— Aus dem Stufenwinkelsatz folgt somit
B” — B/ und 7// — 7/,

siehe obiges Bild.

— Wir erhalten also insgesamt
/ / /
a=c«a, = und y=1.

Nach dem Ahnlichkeitssatz aus der Vorlesung sind also Aapc und Ap g/ zuein-
ander dhnlich.

e Losung (b) (elementargeometrisch):

— Bezeichne M bzw. M’ den Mittelpunkt von AB bzw. AC. Wegen den Voraus-
setzungen ist dann M auch der HohenfuSpunkt von D auf AB und M’ auch der
Hohenfupunkt von E auf AC.

— Nach dem Winkelsummensatz und den Voraussetzungen gilt
£ACE = £cAE = £BAD = £ABD = 45°
und auch
4apMm = £BDM = Lapm = Lcemr = 45°.

— Weil M bzw. F die Mittelpunkte von AB bzw. BC sind, gilt
—— 1—

(Beweis wie in Aufgabe 11(a)).
— Der Satz des Pythagoras im gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck A anmp liefert

DA|

\/é = |j. 2

— Wenn M’ den Mittelpunkt von AC bezeichnet, liefert genauso der Satz des Py-
thagoras im gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck A pppg zusammen mit Glei-

chung , dass o o
_ |AE| _ |AE]|

V2= e =
IAM’| |MF|

3)



— Aus der Parallelitdt von MF und AC (Gleichung (1)) und dem Stufenwinkelsatz
folgt
4rmB = £CAB

bzw. fiir die entsprechenden Nebenwinkel
£rma = 180° — LcaB-

— Es gibt nun formal drei Fille zu unterscheiden, je nachdem, ob der Innenwinkel
a = Zeas im Eckpunkt A von Aagc spitz, rechtwinklig oder stumpf ist. Diese
drei Félle sind in dieser Reihenfolge in den Bildern unten dargestellt.

C
459
M’ F
)
45
: M
A N5 ]
45°|145°
D

¥

— In der Situation, dass o = 90° oder dquivalent, F € DM (das mittlere Bild), sieht
man recht schnell, dass Aggp gleichschenklig mit rechtem Winkel im Eckpunkt F
ist.

— In der Situation, dass a # 90° oder dquivalent, F ¢ DM (die Bilder links und
rechts) folgt ebenfalls

ADAE = £DMF- (4)

— Aus , , und Teil (a) folgt, dass Agap und Appmp dhnlich sind. Insbeson-
dere gilt

£ADE = £MDF-

— Daraus folgt nun aber £gpr = 45°. Durch analoge Betrachtun;gen erhélt man
ApEr = 45°. Da zeigt, dass Apgr gleichschenklig ist mit Basis DE und in F ein
rechter Winkel vorliegt.

e Losung (b) (rechnerisch):

— Man kann eine solche Aufgabe auch versuchen rechnerisch zu 16sen. O.B.d.A. ist
unser Dreieck (bis auf Drehung und Verschiebung) von der Gestalt

A =(0,0, B=(c,0) und C = (bcos(a),bsin()).



— Fiir D, E, F erhalten wir nach den Voraussetzungen

b oy b © —1 cos(a) — sin(« sin(a) + cos(«a
E:<\/§cos(a—i—45 ),58111(04—#45 ))-2(1)( () (), b(sin(«) + cos(a)))

(denn |AE| = % und der Winkel den AE mit AB einschlieBt ist gleich o + 45°)

und

F=-(B+C)= %(b cos(a) + ¢, bsin(a))

1
2
— Es reicht zu zeigen, dass {gppg = 45°. Wir berechnen

F-D= %(b cos(a), bsin(a) + ¢)

und

E — D = — (b(cos(a) — sin(a)) — ¢, b(sin(a) + cos(a)) + ¢)

und daraus )
(F-D,E-D)= 1(b2 + ¢ + 2besin(a)),

1
||F —D| = 5\/1)2 + 2 + 2besin(w),

1
E — DJ|| = —=v/b? + ¢ + 2besin(a).
I~ Dl|= 7/ (@)
— Damit ergibt sich

(Lepp) = (F-D,E-D) V2 1
CONCFDE TR _DIE-D|| 2 V2

woraus wie gewiinscht {ppg = 45° folgt.

Aufgabe 13. Sei Llppcp ein Parallelogramm. Zeigen Sie, dass die Summe der Quadrate der
Langen der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der Liangen der beiden Diagonalen
ist, d.h. zeigen Sie

|AB|? + |BC|> + |CD|* + |AD|* = |[AC|* + |BD|*.
e 1. Losung:
- Wirsetzenﬁ:ﬁ:I)—é,\_f':ﬁ:]?é, so dass
B=A+iud, C=A+i+V, D=A+V.

— Damit berechnen wir

|AB> + |BC|* + |CD|* + |[AD}?

=[|B— Al +[|C~B|’+|D-C|*+[D - A|?



= || + (191> + (18] + [|¥]1* = 2/ + 2|¥]]*.
Andererseits gilt
|ACJ” + [BD|* = ||C — A|* + [|D — B = [[d + ¥||” + |d — V||”
= |[GI* + 2(8, ) + [ |V]]* + ||6]|* — 28, ) + [|V]]* = 2[[g]]* + 2[|¥]>.

Beide Rechnungen fithren auf dasselbe Resultat. Dies zeigt die behauptete Glei-
chung.

e 2. Losung:

— Sei wie im Bild eingezeichnet
z = |AB| = [CD|, y = |[BLc| = [DL4|

und z = |[ALA| = |CL¢|, wobei L bzw.
L¢ der Lotfufpunkt von A auf CD bzw.
von C auf AB ist.

— Dann gilt nach dem Satz des Pythagoras
ABP=s%, |BCP =+, [DCP =+ |ADP=y+2

also

|AB|?> 4 [BC|*> + |CD|? + |AD|? = 222 + 2¢* + 222
Andererseits folgt wieder mit dem Satz des Pythagoras
|ACP = (a+y)*+2° = 2*+y°+2°+2zy,  [BD|? = (z—y)’+2% = 2+ +2° 2y,

also wieder
|AC|? + |BD|? = 222 + 2¢% + 22°.

Beide Rechnungen fiithren auf dasselbe Resultat. Dies zeigt die behauptete Glei-
chung.

Aufgabe 14. In E? betrachten wir die Punkte A = (—4,7) und B = (6, —3). Berechnen Sie
alle Punkte C, fiir die Aapc ein Dreieck in E? mit den folgenden beiden Eigenschaften ist.

(1) Der Innenwinkel in C ist ein rechter Winkel.

(2) Fiir den Fupunkt D € AB der Hohe von C auf AB gilt |[AD| = 4/BD|.

e Lisung

— Nach dem Satz des Thales liegt C = (cz, ¢) auf dem Thales-Kreis iiber AB. Dieser
hat Mittelpunkt M = 1(A + B) = (1,2) und Radius 3|AB| = 5v/2. Es gilt also

502(cx—l)Q—I—(cy—Z)Q:c§+c§—2cx—4cy—|—5.

Ohne den Satz des Thales zu verwenden, fithrt die Bedingung 0 = (C— A, C —B)
auf dieselbe Gleichung.



— Aus der Bedingung |AD| = 4/BD| folgt fiir den Hohenfufipunkt D von C auf AB,
dass

D—A+ %(B CA) = (-4,7) + %(10, S10) = (4, 1),

— Weil C — D senkrecht zu B — A stehen muss, folgt also noch die Gleichung
0=(C-D,B-A)=((cz —4,¢,y +1),(10, -10))

= 10(cy — 4) — 10(c, + 1) = 10¢, — 10¢, — 50

erfiillt sein, d.h. wir haben
0=1cy—cy—5.

— Setzt man dann ¢, = ¢; — 5 in die erste Gleichung 0 = cg + C?QJ —2¢; —4cy — 45 ein,
erhalt man

0 = 24 (co—5)2—2c,—4(cy—5)—45 = 2 +c2—10c,+25—2¢, —4c, +20—45 = 2¢2—16¢,.

Dies liefert die Lésungen
c; =0 also ¢, =-5

oder
c; =8 also ¢, =3.

Wir erhalten
C=(0,-5) und C=(8,3)

als mogliche Losungen der Aufgabenstellung.

Aufgabe 15. Seien F', H und My, der Mittelpunkt des Feuerbach-Kreises, der Schnittpunkt
der Hohen bzw. der Mittelpunkt des Umkreises eines Dreiecks Aagc in E2. Beweisen Sie:

(a) Ist Mym = (0,0),s0ist H=A+B+Cund F= (A +B+C).

(b) Ist die Gerade AB eine Tangente des Feuerbach-Kreises von Aapc, so ist |[AC| = |BC|.

e Losung (a):

— Sei im Folgenden My, = (0,0).
— Die Euler-Gleichung lautet

3S =H+2M,, = H.

Mit S = (A + B+ C) folgt H= A+ B + C.
— Die Feuerbachgleichung lautet

2F = 3S — My, = 3S.
Mit S = £(A + B+ C) folgt F = (A + B+ C).

e Losung (b):



— Der Feuerbach-Kreis K ist per Definition der Kreis durch die Seitenmittelpunkte
von Aagc. Der Mittelpunkt D = %(A + B) von AB ist in der vorliegenden
Situation also der Beriihrpunkt der Tangenten AB mit K.

— Andererseits enthalt der Feuerbach-Kreis nach dem Satz von Feuerbach auch die
HohenfufSpunkte. Dann muss D auch der HohenfuSpunkt von C auf AB sein.

— Nach dem SWS-Kongruenzsatz ist Apapc dann gleichschenklig mit Basis AB.

Aufgabe 16. Sei Appc ein nicht gleichseitiges Dreieck in E2. Beweisen Sie, dass die Euler-
Gerade von Apxpc genau dann

(a) zu einer Seite orthogonal ist, wenn Aapc gleichschenklig ist.

(b) durch einen Eckpunkt geht, wenn Aapc rechtwinklig oder gleichschenklig ist.

e Sei g die Euler-Gerade von Aapc.
e Losung (a):

— Sei zunéchst g senkrecht zu einer Seite von Aapc, gelte also 0.B.d.A. g 1 AB.
Da g den Hohenschnittpunkt H enthélt, aber H auch auf der Hohenlinie h,. durch
C liegt und h, ebenfalls senkrecht auf AB steht, folgt g = h.. Insbesondere gilt
C,H. € g. Da auch der Schwerpunkt S (d.h. der Schnittpunkt der Seitenhal-
bierdenden) auf g liegt, folgt, dass g die Seitenhalbierende der Seite AB ist. Ins-
besondere ist der Schnittpunkt von g mit AB, also der HohenfuBpunkt H,, der
Seitenmittelpunkt von AB. Nach dem SWS-Kongruenzsatz folgt dann aber, dass
AaBc gleichschenklig mit Basis AB ist.

— Wenn umgekehrt Aapc gleichschenklig mit Basis AB ist, ist die Seitenhalbierende
der Seite AB nach dem Basiswinkelsatz und dem SWS-Kongruenzsatz auch die
Hohe von C auf AB. Diese Gerade steht also senkrecht auf AB und auf ihr liegen
die paarweise verschiedenen Punkte H und S. Dann muss sie aber mit der Euler-
Geraden g iibereinstimmen. Somit steht g senkrecht auf AB.

e Losung (b):

— Sei C € g. Da auch der Schwerpunkt S auf g liegt, erhalten wir, dass g die Seiten-
halbierende der Seite AB ist. Angenommen Aapc ist nicht gleichschenklig mit
Basis AB. Dann ist die Seitenhalbierende g ungleich der Hohenlinie h, von C
auf AB und der Hohenschnittpunkt H der eindeutige Schnittpunkt von g und h,.
Damit folgt H = C, also liegt in C ein rechter Winkel vor.

— Es liege nun umgekehrt ein rechter Winkel in C vor. Dann ist C = H und die
Euler-Gerade g geht durch den Eckpunkt C. Ist andererseits Aapc gleichschenklig
mit Basis AB, so haben wir bereits im Beweis der zweiten Richtung von Teil (a)
gesehen, dass g den Eckpunkt C enthélt.



