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Aufgabe 8.1. Zeigen Sie, dass in einer Hilbertebene (E ,G, ·| · |·,≡) die folgenden Aussagen
gelten.

(a) Sei g ∈ G eine Gerade und A,B ∈ E \g zwei Punkte mit B /∈ [A]g. Außerdem sei h ∈ G
eine Parallele zu g durch B. Dann ist C ∈ [A]h für jeden Punkt C ∈ g. (5 Punkte)

(b) Zu endlich vielen Punkten A1, . . . ,An ∈ E existiert eine Gerade g derart, dass A1, . . . ,An

auf derselben Seite von g liegen. (5 Punkte)

Aufgabe 8.2. Sei (E ,G, ·| · |·,≡) eine Hilbertebene.

(a) Zeigen Sie, dass zu jeder Geraden g ∈ G und jedem Punkt A ∈ G mit A /∈ g genau ein
Kreis mit Mittelpunkt A existiert, der g als Tangente hat. (5 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass jeder Kreis K ⊆ E unendlich viele Punkte enthält. (5 Punkte)

Aufgabe 8.3. In der euklidischen Ebene E2 betrachten wir die Punkte M = (3, 3) und
A = (4, 2) und den Kreis K = K(M,MA).

(a) Untersuchen Sie für jede der Geraden
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ob sie eine Passante, Tangente oder Sekante von K ist. (3 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass auch B = (4, 4) auf K liegt, und berechnen Sie den Schnittpunkt der
beiden Tangenten von K durch A bzw. B. (3 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass durch den Punkt C = (−1, 1) genau zwei Tangenten von K verlaufen,
und berechnen Sie die Berührpunkte dieser beiden Tangenten mit K. (4 Punkte)

Aufgabe 8.4. Sei (E ,G, ·| · |·,≡) eine Hilbertebene.

(a) Seien A,B0,B1,C0,C1 ∈ E mit B0 der Mittelpunkt von AB1, C1 der Mittelpunkt von
AC0 und B0|C0|B1. Zeigen Sie, dass A|C1|B0. (4 Punkte)

Sei nun (E ,G, ·| · |·,≡) sogar eine absolute Geometrie (d.h. es gelten zusätzlich die Vollständig-
keitsaxiome (V1) und (V2)). Seien A,B,C ∈ E mit A|B|C. Betrachten Sie die Folge
(Cn)n∈N aus E , iterativ definiert durch die Bedingungen, dass C0 = C und Cn+1 der Mit-
telpunkt von ACn ist. Sei (Bn)n∈N die Folge aus E , iterativ definiert durch die Bedingungen
B0 = B, A|Bn|Bn+1 und BnBn+1 ≡ AB.

(b) Zeigen Sie, dass es eine kleinste Zahl n0 ∈ N gibt, mit der Eigenschaft, dass A|C|Bn0 .
(2 Punkte)

(c) Zeigen Sie (z.B. durch Induktion über die Zahl n0 aus (b)), dass ein m0 ∈ N existiert
mit A|Cm0 |B. (4 Punkte)
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