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Kapitel 1

Banach- und Hilbert-Raume

1.1 Normierte Raume
Sei K=R oder K =C.

Definition 1.1.1 (i) PEine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
veV—|v|eR

mit folgenden Figenschaften:

(a) Fiir allev €'V ist

und

(b) Fiir allev € V und alle A € K ist
[Av]| = A flofl -
(b) Dreiecksungleichung: Fir alle v,w € V ist
[+ wll < lvf| + [l -

(ii) Fin normierter Raum ist ein Paar (V)| ||) bestehend aus einem K-Vektorraum V und
einer Norm || || auf V.

Ist keine Verwechslung méglich, so schreiben wir statt (V, | ||) auch einfach nur V.

Beispiel 1.1.2 Durch

n

fo fir = (z1,...,7,) €R"

und

sind Normen auf R™ und C" definiert. Diese Normen werden Euklidische Normen genannt. [



Beispiel 1.1.3 Sei M irgendeine nichtleere Menge und sei B(M,K) der K-Vektorraum der be-
schrankten Abbildungen f : M — K. Dann ist

f€B(MK) = | fllc == sup [f(z)] € R
reM

eine Norm auf B(M,K). Diese Norm wird Supremumsnorm genannt. Im weiteren sei B(M,K)

stets mit dieser Norm versehen. U
Beispiel 1.1.4 Auf dem K-Vektorraum C([a,b],K) der stetigen Abbildungen f : [a,b] — K ist
durch

i = [ 17@as
eine Norm definiert. O

Satz 1.1.5 Ist (V| ||) ein normierter Raum, so ist durch
dy (v, w) := v - w]|

eine Metrik d) | auf V definiert.
Beweis. Ubung. d

Beispiel 1.1.6 (i) Ist || || wie in Beispiel 1.1.2, so ist dj | die Standardmetrik auf R™ bzw. C".

(ii) Im metrischen Raum (B(M,K),d| |..) ist eine Folge genau dann konvergent, wenn sie
gleichméfig konvergent ist. O

Einen normierten Raum (V, || ||) werden wir stets auch als metrischen Raum (V,d) ||) ansehen.

Satz 1.1.7 Fir jeden normierten Raum V  gilt:
(i) Die Abbildungen

veVi—|v|eR,
(v,w) eVxVe—v+weV und
veVi— eV fir AeK
sind Lipschitz-stetig.

(ii) Die Abbildung
Mv) eKx Vi eV

1st stetig.

Beweis. (i) Dies folgt aus

[l = l[olll < flo = woll

(v +w) — (vo +wo) || < [lv —voll + llw — woll < V2¢/][v —voll + [[w — wol| und
[Av = Aol = [A] - [lv = v -

(ii) Das ergibt sich aus

[Av = Avg || = [[Ao(v — vo) + (A = Ao)vo + (A = Ao) (v — vo) ||
< Aol - [l = wol[ + [A = Ao| - [lvoll + [A = Aol - [lv — vol| -



Definition 1.1.8 Fin vollstindiger normierter Raum heifst Banach-Raum.

Beispiel 1.1.9 R” und C” sind nach Beispiel 1.1.6(1) mit den Euklidischen Normen Banach-
Réume. O

Satz 1.1.10 B(M,K) ist ein Banach-Raum.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass B(M,K) vollstidndig ist. Sei (fx) eine Cauchy-Folge in B(M, K),
d.h.
Ve>03ko e NYE, 1> ko ||fx — fillo <€.

Nach Definition von || || folgt
Ve>03ko e NVE,I>koVa e M :|fi(x) — filz)] <e. (1.1.1)

Also ist (fx(z)) fiir jedes © € M eine Cauchy-Folge in K und somit konvergent. Wir definieren
f:+ M — K durch

F(2) = lim fi(x).

k—o0
Indem wir in (1.1.1) den Grenzwert ! — oo bilden, erhalten wir
Ve>03ky e NVE>koVae e M : |fi(z) — f(z)| <e. (1.1.2)

Insbesondere gilt fiir k£ > kg und alle x € M
[f(@)] = |fr(x) = (fu(@) = f@)] < [fu(@)| + [fe(@) = f(@)] < [[fello + -
Folglich ist f € B(M,K). Nach (1.1.2) haben wir nun
Ve>03ko e NVE > ko ||fe — flloo < e,
d.h. (fx) konvergiert gegen f. d

Beispiel 1.1.11 Wir zeigen, dass der normierte Raum aus Beispiel 1.1.4 kein Banach-Raum ist.
Sei 0.B.d.A. [a,b] = [0,1] und seien fj € C([0,1],K), k € N, durch

1 fir 0<x<1/2
felx) =< —kx+k/2+1 fir 1/2<z<1/2+1/k
0 fir 1/2+1/k<z<1

definiert. Da fiir £ <1

1

1/2 1/2+41/k
ka—flnl:/o fk(x)—fz(x)der/l/g \fk(x)—fz(ﬂc)\d$+/l i) — ()| da

/2+1/k

1/2+41/k 1
— [ o) - hldr <
1/2

ist (f%) eine Cauchy-Folge. Angenommen, es gébe ein f € C([0,1],K) mit
Jm fi=f,

d.h. mit
Jim [~ filli =0. (1.1.3)



Sei e €]0,1/2[. Fur alle k > 1/¢ ist

1

1/2 1/2+4¢
||f—fk|\1=/0 |f<x)—1|dw+/1 If(x)—fk(x)\der/ (@) da

/2 1/2+¢

Wegen (1.1.3) folgt

1/2 1
/ |f(x) —1|dz =0 und / |f(x)|dz=0.
0 1

/24¢€

Da f stetig ist, muss dann f(z) = 1 fiir alle z € [0,1/2] und f(z) = 0 fiir alle x € |]1/2 + ¢, 1]
gelten. Da dabei e € ]0,1/2[ beliebig ist, erhalten wir

1 fir 0<z<1/2
f(z) = )
0 fir 1/2<z<1

was im Widerspruch zur Stetigkeit von f steht. O
Satz 1.1.12 Jeder abgeschlossene Unterraum eines Banach-Raumes ist wieder ein Banach-Raum.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dass jede abgeschlossene Teilmenge eines
vollsténdigen metrischen Raumes mit der induzierten Metrik wieder ein vollsténdiger metrischer
Raum ist. 0

Beispiel 1.1.13 Sei X ein metrischer Raum und sei
Cy(X,K) :={f € B(X,K) : f ist stetig} .

Dann ist Cp(X,K) ein abgeschlossener Unterraum von B(X,K). Ist ndmlich (f;) eine Folge in
Cy(X,K), die gegen ein f € B(X, K) konvergiert, so konvergiert ( fi) nach Beispiel 1.1.6 gleichmiBig
gegen f. Da alle fj, stetig sind, ist dann auch f stetig. Also ist f € Cp(X, K), womit die Abgeschlos-
senheit von Cy(X,K) gezeigt ist. Mit Satz 1.1.12 folgt, dass (Cp(X,K),| [leo) ein Banach-Raum
ist. Wir bemerken noch, dass fiir kompaktes X der Raum Cj(X,K) mit dem Raum C(X,K) aller
stetigen Abbildungen f : X — K {ibereinstimmt. O

1.2 Stetige lineare Abbildungen

Das folgende Beispiel zeigt, dass lineare Abbildungen zwischen normierten Rdumen nicht notwendig
stetig sind.

Beispiel 1.2.1 Sei der Vektorraum C°°([0, 1], R) mit der Supremumsnorm versehen und sei L :
C*>=([0,1],R) — C*([0,1],R) durch

L(f):=f
definiert. Dann ist L linear. Aber L ist nicht stetig. Um dies einzusehen, betrachten wir die Funk-
tionen f € C°°([0,1],R), fx(z) := (1/\/%) 2%, Wegen ||fxlleo = 1/Vk konvergiert (fi) gegen
0. Wire L stetig, so miisste || L(fx)|loco — [|IL(0)]|oc = O gelten. Da fi(x) = Vkz*~' und somit

I L(fr)|loo = Vk fiir alle k € N, ist aber die Folge (L(fx)) noch nicht mal beschrinkt. O

Seien V' und W normierte Réume und bezeichne || || sowohl die Norm auf V' als auch auf W.

Satz 1.2.2 Sei L : V — W linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:



(i) L ist stetig.
(ii) L ist in 0 stetig.
(iil) Es ezistiert eine Konstante a > 0 mit

IL(v)|| < allv]| fir alle veV . (1.2.1)
(iv) L ist Lipschitz-stetig.
Beweis. Die Implikationen (i)==-(ii) und (iv)==-(i) sind trivial.
Sei L in 0 stetig. Wegen L(0) = 0 gibt es dann ein 6 > 0 mit
vueVund |Ju| < = [Lw)||<1. (1.2.2)

Hieraus folgt (1.2.1) fiir @ := 1/4. Ist ndmlich v = 0, so ist die behauptete Ungleichung trivialerweise
erfiillt. Ist dagegen v # 0, so erhalten wir aus ||(§/]|v])v|| = 6 und (1.2.2), dass

s i)
[[v]l

IL(0)]| = allv]|

Damit ist (ii)=-(iii) gezeigt.
Da aus (1.2.1)

IL(v1) — L(ve)|| = ||IL(v1 — v2)|| < allvy —wva] fiir alle v1,v0 € V
folgt, gilt auch die Implikation (iii)==-(iv). O
Bemerkung 1.2.3 Stetige lineare Abbildungen werden auch beschrénkte lineare Operatoren

genannt. Man beachte aber, dass die Nullabbildung die einzige lineare Abbildung L : V — W ist,
deren Bild L(V') beschrénkt ist. O

Satz 1.2.4 Gibt es einen linearen Homdomorphismus L : V. — W, so ist V genau dann ein
Banach-Raum, wenn W ein Banach-Raum ist.

Beweis. Ubung. 0

Den K-Vektorraum der stetigen linearen Abbildungen L : V' — W bezeichnen wir mit £(V, W).

Definition 1.2.5 Sei L € L(V,W). Dann heifst
IL|| :=inf{a > 0 : ||L(v)|| < a|lv|| fiir alle v € V}

die Operatornorm von L.
Bezeichne U einen weiteren normierten Raum.

Satz 1.2.6 (i) Fliir alle L € L(V,W) ist

IL]l = sup [[L(v)[| = sup [[L(v)]| .
vl <1 llvll=1

(ii) Die Abbildung L € L(V,W) — ||L|| € R ist eine Norm auf L(V,W).
(ili) Fir alle L € L(V,W) und alle v € V ist
L) < [IL] - ol -



(iv) Fiir alle K € L(U,V) und alle L € L(V,W) ist Lo K € L(U,W) und
Lo K|l < |[LI| - I K] -
Beweis. (i) Ubung.

(ii) Dass diese Abbildung die Eigenschaften einer Norm besitzt, ist mit Hilfe von (i) einfach zu
iiberpriifen.

(iii) Die Behauptung folgt unmittelbar aus Definition 1.2.5.
(iv) Nach (iii) gilt fir alle w € U
1L o K(u)|l = [LK ()| < [|L] - [ K ()| < LI K] [l -
Mit Satz 1.2.2 und Definition 1.2.5 ergibt sich die Behauptung. O

Beispiel 1.2.7 Sei C([a,b], R) mit der Supremumsnorm versehen. Dann ist

b
L:C(ab,R) —R, L(f) ::/f(x)dx,

eine stetige lineare Abbildung mit || L|| = b — a, denn

/abf(x)dx

fiir alle f € C([a,b],R) und

b b
IL(f)l = S/ If(w)ldfﬂé/ [flloo dz = (b — a)[| 1l

L[ =b-a=(b-a)|l] -

Im weiteren sei £(V, W) immer mit der Operatornorm versehen.
Satz 1.2.8 Ist W ein Banach-Raum, so ist auch L(V,W) ein Banach-Raum.

Beweis. Sei W ein Banach-Raum. Wir miissen zeigen, dass £(V, W) vollsténdig ist. Dazu verfahren
wir wie im Beweis von Satz 1.1.10. Sei (L) eine Cauchy-Folge in L(V, W), d.h.

Ve>03ky € NV I >ko: || L —Li|| <e.
Da nach Satz 1.2.6(iii)
1Lk (v) = Li()ll = [[(Lr = LO) ()| < | Lx = Ll - ([0l ,

folgt
Ve>03ky e NVE, I > koVv eV :||Lg(v) — Li(v)| <ellv] - (1.2.3)

Demnach ist (Lg(v)) fiir jedes v € V eine Cauchy-Folge in W und somit aufgrund der Vollsténdig-
keit von W konvergent. Wir definieren L : V' — W durch

L(v) :== kh_)n;@ Li(v) .
Aus der Linearitét aller Ly erhalten wir mittels Satz 1.1.7, dass auch L linear ist. Da nach (1.2.3)
Ve>03ko e NVE > koVv eV || Ly(v) — L(v)|| < el (1.2.4)
und folglich
L) < 1Lk (v) = (Li(v) = L) < 1w ()l + [ L (v) = L) < (1Ll + e)|v]l

fiir alle v € V und k > ko, ist L nach Satz 1.2.2 auch stetig. Damit ist gezeigt, dass L € L(V, W).
Die Aussage (1.2.4) impliziert nun

V€>OE|/€0€NVk2kJ02||Lk—L|| <e.
Also konvergiert (Ly) gegen L. O



1.3 Endlichdimensionale normierte Riume
Definition 1.3.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Zwei Normen || || und || ||« auf V heiffen &quivalent
: <= FEs existieren Konstanten a > 0 und b > 0 derart, dass

allv]| < |jv]l« < bljv| fir alle veV.

Bemerkung 1.3.2 (i) Nach Satz 1.2.2 sind zwei Normen || || und || |« auf V' genau dann
dquivalent, wenn idy : (V]| ||) — (V]| ||«) ein Homdomorphismus ist.

(ii) Es ist offensichtlich, dass die Aquivalenz von Normen tatséchlich eine Aquivalenzrelation ist.
O

Beispiel 1.3.3 Die Normen || || und || |1 auf C([0,1],K) sind nicht &dquivalent. Es gilt wohl

1 1
||f||1=/0 If(ff)\dxé/o [flloe dz = [[flloc  fiir alle  f e C([0,1],K) .

Es existiert jedoch kein ¢ > 0 mit af f|lec < ||f|1 fiir alle f € C(]0,1],K). Man betrachte zum
Beispiel die Funktionen f; € C([0,1],K), fix(z) = 2*. Fiir diese Funktionen ist || fx|lcc = 1 und
I7&lli = 1/(k 4+ 1) und folglich hat man

A
im =
k=00 || fielloo

U
Satz 1.3.4 Auf jedem endlichdimensionalen K-Vektorraum sind alle Normen dquivalent.
Beweis. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und seien || || und || ||« zwei Normen auf V.

Da V algebraisch isomorph zu K™ ist, gibt es eine bijektive lineare Abbildung L : K* — V.
Offensichtlich sind dann z € K" — || L(x)| € R und € K" — ||L(z)||« € R Normen auf K" und

diese Normen sind genau dann dquivalent, wenn || || und || ||« dquivalent sind. Somit kénnen wir
0.B.d.A. V = K" annehmen. Aulerdem kénnen wir annehmen , dass || || die Euklidische Norm ist.
Bezeichne {ey, ..., e,} die Standardbasis von K" und sei

n
> lesl2
i=1

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung schlieflen wir fiir jedes 2 = (x1,...,2,) € K®

n n n n
Yomier| <D Jwil-lleille < (| D leill2- | D il = bl - (1.3.1)
i=1 x i=1 i=1 i=1

]l =

Sei jetzt K™ mit der Standardmetrik versehen. Dann ist S := {z € K" : ||z|| = 1} als abgeschlossene
und beschrinkte Teilmenge von K" kompakt. Auflerdem ist nach den Sétzen 1.1.7 und 1.2.2 und
der Ungleichung (1.3.1) die Abbildung = € K" — ||z||. € R™ stetig. Demzufolge existiert ein yo € S
mit

lyoll« < llyll« fiir alle y € S. (1.3.2)

Wir setzen a := ||yo||«. Wegen 0 ¢ S ist @ > 0. Ist x € K™\ {0}, so ist z/||z| € S, was nach (1.3.2)

ag‘

allz|| < ||z||. fur alle zeK"™.

[E4Im

impliziert. Folglich gilt

Damit ist die Aquivalenz der Normen || || und || ||. gezeigt. O



Satz 1.3.5 Seien V und W normierte Riume, sei V' endlichdimensional und sei L : V. — W
linear. Dann ist L stetig.

Beweis. Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Wie man leicht verifiziert, ist durch

n
E )\ﬂ]L
i=1 B

eine Norm || || auf V' definiert. Weiter ist

o

Setzen wir also

= max |\
i=1,...,n

n

< L e < <2va ||) max |\l

.....

a:= Y [IL()l,
i=1

so haben wir
|[L(v)]] < aljv|les firalle veV.

Da nach Satz 1.3.4 alle Normen auf V dquivalent sind, folgt mit Satz 1.2.2 die Behauptung. O

Folgerung 1.3.6 (i) Jede bijektive lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen normier-
ten Rdaumen ist ein Homdéomorphimus.

(ii) Jeder endlichdimensionale normierte Raum ist ein Banach-Raum.

Beweis. (i) Das folgt aus Satz 1.3.5.

(ii) Sei V ein n-dimensionaler normierter Raum. Dann gibt es eine bijektive lineare Abbildung
L : K" — V. Eine solche Abbildung ist nach (i) ein Homéomorphismus. Da K™ nach Beispiel 1.1.9
ein Banach-Raum ist, folgt mit Satz 1.2.4, dass auch V' ein Banach-Raum ist. g

Folgerung 1.3.7 Jeder endlichdimensionale Unterraum eines normierten Raumes ist abgeschlos-
sen.

Beweis. Sei (V|| ||) ein normierter Raum und sei W ein endlichdimensionaler Unterraum von V.
Wir versehen W mit der Einschrankung von || || auf W. Sei (wy) eine Folge in W, die gegen ein
v € V konvergiert. Da (wy) eine Cauchy-Folge in W ist und da W nach Folgerung 1.3.6(ii) ein
Banach-Raum ist, konvergiert (wy) gegen ein w € W. Es folgt v = w und somit v € W. O

Wir charakterisieren jetzt die endlichdimensionalen normierten Rdume durch eine topologische
Eigenschaft.

Satz 1.3.8 (Satz von Riesz) Ein normierter Vektorraum ist genau dann endlichdimensional,
wenn er lokal kompakt ist.

Beweis. (=) Sei V ein n-dimensionaler normierter Raum. Dann ist V' nach Folgerung 1.3.6(i) zu
K™ homoomorph. Da K" lokal kompakt ist, ist folglich auch V' lokal kompakt.

(«<=) Sei V ein lokal kompakter normierter Raum. Dann gibt es eine kompakte Umgebung von 0 €
V. Da jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge wieder kompakt ist, gibt es folglich
ein £ > 0 derart, dass die abgeschlossene e-Kugel B.(0) kompakt ist. Aufgrund der Stetigkeit von
v €V ety €V ist dann auch die Kugel B;(0) kompakt.



Offensichtlich ist das System {31/2(0)}%\/ der offenen (1/2)-Kugeln By /5(v) eine offene Uber-
deckung von Bj(0). Die Kompaktheit von Bj(0) impliziert, dass

B1(0) C U By o (w;)

fiir gewisse wy, . .., wy, € V. Sei W die lineare Hiille von {wy, ..., w,, }. Wir beweisen, dass W = V.
Angenommen, dass ist nicht der Fall. Sei dann v € V' \ W und sei

0:= inf [jv—w| .
weW
Da W nach Folgerung 1.3.7 abgeschlossen ist, ist 6 > 0. Folglich kénnen wir ein wg € W so wéhlen,

dass

1)
o — woll < 22
2

Sei vy = (v —wo)/||v — wo|. Wegen ||vg]] = 1 gibt es ein j € {1,...,m} mit [vg — w;| < 1/2.
Damit haben wir

v — (wo + |lv — wollw;) = [lv — wollvo — [Jv — wol|w; = [lv — wol|(vo — wy)
und
wo + [|v — wol|lw; € W,
woraus 1
0 < [lv = (wo + [|lv —wol|w))|| = [lv —woll - [lvo —w;]| < Slv—wol,
also
20 < ||lv — wp|
folgt. Die letzte Ungleichung widerspricht der Wahl von wy. O

1.4 Pra-Hilbert- und Hilbert-Riaume

Definition 1.4.1 (i) Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung
(1)1,’()2) eV XV <’U1,’U2> eK
mit folgenden Figenschaften:

(a) Fiir allev €'V ist
(v,v) >0

und
(v,v) =0 <= v=0.

(b) Fiir alle vi,vo € V st
<U1,U2> = <U2701> .

(¢) Fir alle v1,v3,v3 € V und alle A\, Ay € K ist
(A1 + Aava, v3) = A1 (v1,v3) + A2 (va, v3) .

(ii) Fin Pra-Hilbert-Raum ist ein Paar (V,( , )) bestehend aus einem K-Vektorraum V und
einem Skalarprodukt { , ) auf V.

Statt (V,( , )) schreiben wir auch einfach V.

10



Bemerkung 1.4.2 Ist K = R, so bedeutet die Eigenschaft (b) in Definition 1.4.1, dass

(v1,v2) = (vg,v1) fiir alle wvy,v, €V .

U
Satz 1.4.3 Sei V ein Prd-Hilbert-Raum. Dann gilt:
(i) Fiir alle v1,v9,v3 € V und alle A\, A\ € K
(v3, \1v1 + Agva) = Ap(vs,v1) + Ao (v3, va) .
(ii) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Fiir alle vi,ve € V ist
(01, v2)[* < (01, v1) (v2,v2) - (1.4.1)
Dabei gilt
(o1, 02)]? = (v1, v1) (2, v2) (1.4.2)

genau dann, wenn vy und ve linear abhdngig sind.

Beweis. (i) Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Eigenschaften (b) und (c) in Definition 1.4.1.

(ii) Sind v1, v3 € V linear abhéingig, d.h. gilt v; = 0 oder vy = vy fiir ein A € K so gilt offensichtlich
(1.4.2).

Seien jetzt vy, v € V beliebig und gelte 0.B.d.A. vy # 0. Wir setzen
A= —(v1,v2) und A := (vy,v1)
und schlieflen

0 < (Mo + Aava, Ad1v1 + Agva)
= |)\1|2<U17U1> + )\1X2<U1,U2> +X1)\2<01,U2> + |/\2|2<U2,02>

= (o1, 1) ({01, 02) (02, v2) = I{o1,02)?) -
Da (vi,v1) > 0, folgt hieraus (1.4.1). Gilt (1.4.2), so ist
(A1 + A2uz, A1v1 + Agwe) =0
und somit nach der Eigenschaft (a) in Definition 1.4.1
AU + Agvg =0 .

Wegen Ao # 0 bedeutet dies, dass v; und vy linear abhéingig sind. O

Satz 1.4.4 Ist V ein Prd-Hilbert-Raum, so wird durch
ol := v/ (v,v) fir veV

eine Norm || || auf V' definiert.

Beweis. Die Eigenschaften (a) und (b) in Definition 1.1.1 folgen sofort aus (a) und (b) in Definiti-
on 1.4.1. Die Dreiecksungleichung beweisen wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
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Fiir vq,v5 € V ist

lvr + v2||* = (v1 4 v2, v1 + va)
= [{v1 + v2,v1 + v2)]
= [(v1,v1) + (v1,v2) + (v2,v1) + (v2,v2)]
< (v1,v1) + 2 [(v1, v2)| + (v2, v2)

< A{v1,v1) 4+ 24/(v1,v1)3/ (V2,v2) + (v2, V)
2
= \/<’01,”U1 +\/U27U2>>

= (Joall + [lo2]))?

und folglich
[o1 + | < Jlug]] + [zl -

O

Ein Préa-Hilbert-Raum ist somit stets auch ein normierter Raum und damit auch ein metrischer
Raum.

Lemma 1.4.5 In jedem Prd-Hilbert-Raum V' gilt
g + va|® + [Jor — v2||* = 2 ([[oa]|* + [|v2l?)  fiir alle vy,v2 €V . (1.4.3)
Beweis. Ubung. (|

Die Beziehung (1.4.3) wird Parallelogrammidentitét genannt.
Definition 1.4.6 Fin vollstindiger Pri-Hilbert-Raum heifst Hilbert-Raum.

Beispiel 1.4.7 (i) Der Vektorraum K" ist mit dem durch
= Zziﬁi fir z=(21,...,2,) €EK" und w = (wy,...,w,) € K"

definierten Skalarprodukt ein Hilbert-Raum.
(ii) Sei
[e.e]
6r(K) := {(zk)keN : 2z € K und Z |ze|? < —l—oo}

k=1
mit den Operationen

(28)pen T (Wr) pen = (21 + We) pen und A (2r)pen = A2k) ey fiir A€ K
versehen. Dann ist durch

(@) ke > (Wi)rew) szwk

ein Skalarprodukt auf ¢3(K) definiert und mit diesem Skalarprodukt ist ¢2(K) ein Hilbert-
Raum. 0

Definition 1.4.8 Sei V' ein Prd-Hilbert-Raum und sei M eine Teilmenge von V. Dann heifit
Li={veV: (v,w) =0 fir alewe M}

das orthogonale Komplement von M (in V).
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Lemma 1.4.9 Fir jede Teilmenge M eines Pri-Hilbert-Raumes V ist M+ ein abgeschlossener
Unterraum von V.

Beweis. Ubung. O
Sei im folgenden H ein Hilbert-Raum.

Satz 1.4.10 Sei W ein abgeschlossener Unterraum von H. Dann existiert zu jedem v € H genau
einw €W mitv—w e W+,

Beweis. Sei v € H und sei
c:= inf |lv—ul. (1.4.4)
ueW

Dann gibt es eine Folge (wy) in W mit

klim lv—wl| =c. (1.4.5)

Fiir solch eine Folge existiert zu jedem € > 0 ein ky € N mit

lv—wgl| <c+e firalle k>kg. (1.4.6)
AuBerdem haben wir
v — wkT—HUl >c fiiralle k,leN. (1.4.7)

Mittels Parallelogrammidentitét erhalten wir aus (1.4.6) und (1.4.7) fiir k,1 > ko
lwe —wi]* = || (v = wi) = (v —wp)|?

=2[jo —wi||* + 2 v — wi|* = [[(v = wi) + (v — wy)|?
2
Wy + wy

=2|v —wy|]® 4+ 2||v — wi||* — 4 5

v —

<4(c+e)* —4c?
= 8ce + 4e? .

Also ist (wg) eine Cauchy-Folge. Da H vollsténdig und W abgeschlossen ist, konvergiert (wy) gegen
ein w € W. Wegen

c<|lv—w| < |lv—wg| + ||w—wg| firalle keN

und (1.4.5) ist

[v—wl|=c. (1.4.8)
Wir zeigen, dass v — w € W+, Angenommen, das gilt nicht. Dann existiert ein wy € W mit
(v —w,wp) # 0. Wir setzen

(v —w,wg)
= ew
w1 w + ||w0||2 wo
und schlieflen
(v —w,wy) (v —w,wp)
|lv—w|*=(v—w wo, v — W wo
[[wol|? [[woll?
:Hv_wHQ_ |<U w7w0>|2

Folglich ist
[o = wil < flv—wll,
was ein Widerspruch zu (1.4.4) und (1.4.8) ist.

Es bleibt zu zeigen, dass w eindeutig bestimmt ist. Sei w, € W derart, dass auch v — w, € W+,
Dann ist w—w, = (v—w,)—(v—w) € WNW=L. Also ist (w—w.,w—w,) = 0, was gleichbedeutend
mit w, = w ist. O
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Folgerung 1.4.11 Sei W wie in Satz 1.4.10. Dann ist

H=WaW".
Beweis. Die Behauptung ist eine Umformulierung von Satz 1.4.10. O

Definition 1.4.12 Seiv € H und sei W wie in Satz 1.4.10. Der Vektor w € W mit v —w € W+
heifit die orthogonale Projektion von v auf W.

Zum Schluss dieses Abschnitts beschreiben wir die stetigen linearen Funktionale auf H, d.h. die
Elemente von L(H,K).

Satz 1.4.13 (Darstellungssatz von Riesz) Zu jedem ® € L(H,K) existiert genau ein v € H

mit
®(u) = (u,v) firalle we H. (1.4.9)

Dabei gilt | @] = ||v]].

Beweis. Sei ® € L(H,K) und sei W := Ker(®). Dann ist W ein abgeschlossener Unterraum von
H.Ist W = H, so ist ®(u) = 0 fiir alle u € H. Folglich gilt in diesem Fall (1.4.9) fiir v := 0. Sei
jetzt W # H. Nach Folgerung 1.4.11 ist dann W+ # {0}. Sei vg € W+ \ {0} und sei u € H. Da
O (u)vg — D(vg)u € W, gilt

(D (u)vg — P(vg)u,v9) =0 .

Das ist zu
@ (u)Juol = (u, ®(vo) vo)

bzw.

dquivalent. Setzen wir also

so erhalten wir (1.4.9).

Wir zeigen, dass v durch (1.4.9) eindeutig bestimmt ist. Sei v, € V derart, dass auch ®(u) = (u, v)
fiir alle w € H. Dann ist

(u,v) = (u,vs) und somit (u,v—wv,)=0 firalle ueH.

Insbesondere ist (v — vy, v — v,) = 0, woraus v — v, = 0, d.h. v = v, folgt.

Wir miissen noch ||®|| = ||v|| beweisen. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist
|D(u)| = |{u,v)| < |lv| - |Jul| firalle weH.

Dies liefert || @] < ||v]|. Wegen
@) = [lv]®

gilt ||®|| > ||v||. Folglich ist tatséchlich ||®] = ||v]. O
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1.5 Orthonormalsysteme und Fourier-Reihen

Die folgende Definition dehnt den Konvergenzbegriff fiir Reihen in K™ auf Reihen in beliebigen
normierten Rdumen aus.

o0
Definition 1.5.1 (i) Eine Reihe Y vy in einem normierten Raum V heifit konvergent : <
k=1
Die Folge (s;),;cy der Partialsummen

i
§; = E Vk
k=1

ist konvergent, d.h. es existiert ein v € V. mit

i
li - —0.
Jim |10 = 2 v =0
k=1
e}
Wir schreiben dann > vp = v.
k=1
o0 oo}
(ii) Fine Reihe Y, vy in V heifit absolut konvergent : <= Die Reihe > |lvg| ist konvergent.
k=1 k=1

Satz 1.5.2 Sei V' ein Banach-Raum. Dann ist jede absolut konvergente Reihe in V auch konver-
gent.

o0
Beweis. Sei Y vy eine absolut konvergente Reihe in V. Indem wir das Konvergenzkriterium von
k=1

(oo}
Cauchy auf Y ||vg|| anwenden, erhalten wir, dass zu jedem ¢ > 0 ein igp € N mit

J
Z lvg|l < e firalle j>i>idg
k=i

existiert. Wegen
J

>

k=i

J
<D vkl
k=1

folgt, dass zu jedem e > 0 ein ip € N mit

ka <e firalle j>1i>ig

existiert. Also bilden die Partialsummen s; = > v eine Cauchy-Folge. Da V vollstindig ist, ist
k=1

o0
diese Folge und somit die Reihe Y vy konvergent. g
k=1

Bemerkung 1.5.3 Eine wichtige Konsequenz aus Satz 1.5.2 ist, dass in jedem Banach-Raum das

Konvergenzkriterium von Cauchy, das Wurzelkriterium und das Quotientenkriterium als Konver-
genzkriterien fiir Reihen gelten. U
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Ist H ein n-dimensionaler Hilbert-Raum, so gibt es bekanntlich eine Basis {ey,...,e,} von H mit
<ek,el) =0 fur ki1I=1,...,n

unf fiir jeden Vektor v € H hat man dann die Darstellung
= 3w enle
k=1
Wir gehen jetzt der Frage nach, inwieweit man das auf unendlichdimensionale Hilbert-Rdume

iibertragen kann.

Sei H im weiteren ein unendlichdimensionaler Hilbert-Raum.

Definition 1.5.4 (i) Ein Orthonormalsystem in H ist eine Folge (ex),cy von Vektoren ey, €
H mit
<€k,61> = 0w fir alle k,l € N.

(ii) Sei (ex),ey ein Orthonormalsystem in H und seiv € H. Die Zahlen (v,ex), k € N, heifien
die Fourier-Koeffizienten von v beziiglich (ey),cy- Die Reihe Y (v, er)er heifit Fourier-
k=1
Reihe von v beziiglich (ex),cy-

Satz 1.5.5 Sei (e) ein Orthonormalsystem in H. Dann gilt fir alle v € H:

(i) Die Reihe . |(v,ex)|? ist konvergent und
k=1

> Hw,er)” < Jlv)l? . (1.5.1)
k=1
(ii) Die Fourier-Reihe Y (v, ex)ey ist konvergent und
k=1
St =3 e
k=1 k=1
(iii) FEs ist genau dann Y (v, ex)er = v, wenn
k=1
2
> e = vl (1.5.2)
k=1
Beweis. (i) Fiir jedes i € N haben wir
i 2
v = Z<va €k>ek
k=1
= <v — Z(v €k)ek,V — Z<U exr) k>
k=1 —1

= ||1}||2 — <U 1) ek > < U ek €k, v > + <Z<U,6k>ek,z<v,ek>ek>
k=1 k=1 k=1

% 7 [

= |v||* - Z(v er){v, ex) Z v, ex)(ex, v) + Z (v, ex)(v, e1)0m
k=1

k=1 k=1
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und somit
i
v— Z(v, ek ek

k=1

= [oll> = (v er) . (1.5.3)
k=1

Folglich ist
> e < vf)* fiwalle i€N.
k=1

Das liefert die Behauptung.

(ii) Wegen (i) existiert zu jedem e > 0 ein 4y € N mit

J
Z|<v,ek>|2 <e firalle j>i>1iq.
k=i
Zusammen mit )
J J
D werer|| =D (v, ex)]
k=i k=i
o0
ergibt sich, dass die Folge der Partialsummen von Y (v,ex)er eine Cauchy-Folge ist. Da H
« L
vollsténdig ist, ist > (v, er)er dann konvergent. Sei Y (v, ex)er = w, d.h.
k=1 k=1
i
Zlggo w — Z(v,ek>ek =0.
k=1
Mittels . .
K3 K3
lwl] — Z(v,ek)ek < w—Z(v,ek)ek
k=1 k=1
folgt
i
[[w] Zz.li}& Z<U76k>ek
k=1
und weiter )

i

Z(v, ) ek

k=1

[w]? = lim
11— 00

i
= i .
lim (v, ex)|
k=1
Damit ist (ii) gezeigt.

(iii) Diese Aussage ist eine unmittelbare Konsequenz von (1.5.3). O

Bemerkung 1.5.6 Die Ungleichung (1.5.1) nennt man Besselsche Ungleichung. Die Gleichung
(1.5.2) heifit Parsevalsche Gleichung. 0

o0
Lemma 1.5.7 (i) Sei ) vy eine konvergente Reihe in H. Dann ist
k=1

<Z vk,w> = Z(vk,w> fiir alle we H .
k=1

k=1

(i) Ist (ex) ein Orthonormalsystem in H, so gilt

<Z<v,ek)ek,el> = (v,e;) firalle leNundveH.

k=1
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Beweis. (i) Sei > v = v, d.h.
k=1
=0.

lim
71— 00

i
v — E Vi
k=1

Unter Benutzung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgern wir

i

lim (v, w) — Z(vk,w> = lim |{(v,w) — <Z Uk,w>‘
11— 00 =1 11— 00 =1
= lim <U—ka,w>‘
1—00 P
< lim U—ka <l
i—00 P
=0.
Damit ist die Behauptung gezeigt.
(ii) Dies folgt aus (i). O

Definition 1.5.8 Ein Orthonormalsystem (ey) in H heifit vollstandig : <= Fiir alle v € H gilt

Z(v,ek>ek =v.

k=1
Satz 1.5.9 Sei (ex) ein Orthonormalsystem in H. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) (ex) ist vollstindig.
(i) Fir allev e H gilt
2
> lwer)” = |lo)* .
k=1

(iii) Ist v € H derart, dass
(v,eg) =0 fir alle keN, (1.5.4)

so st v =10.
(iv) Ist ® € L(H,K) derart, dass
P(ep) =0 fir alle keN,
s0 ist & = 0.

Beweis. Nach Satz 1.5.5(iii) gilt (i)<=-(ii). Der Darstellungssatz von Riesz (Satz 1.4.13) impliziert
(iil) <= (iv). Wir zeigen (i)<=-(iii). Ist (ej) vollstéindig und gilt (1.5.4), so ist

o0

v = Z(v,ek>ek =0.

k=1
Also ist (1)==-(iii) richtig. Jetzt setzen wir voraus, dass (iii) gilt. Sei v € H und sei >_ (v, ex)er = w.
k=1
Nach Lemma 1.5.7(ii) ist dann (w, e;) = (v, €;). Somit haben wir

(w—wv,e1) =(w,e) — (v,e)) =0 fiiralle €N,

o0
Wegen (iii) folgt w — v =0, d.h. > (v, ex)exr = v. Damit ist auch (iii)==(i) gezeigt. O
k=1
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Beispiel 1.5.10 Sei
er = (On)ey  fir keN,
d.h.
er == (1,0,0,0,...), es:=(0,1,0,0,...), e5:=(0,0,1,0,...),

Dann ist (ex),y €in Orthonormalsystem in £5(K) (vgl. Beispiel 1.4.7(ii)). AuBerdem gilt fiir jedes
v = (21);en € £2(K)

<'U, €k> = Zk
und somit - -
2
Do lwen)* = lal = Il -
k=1 k=1
Nach Satz 1.5.9 folgt, dass (e),cy vollsténdig ist. O

Wir wollen jetzt noch zwei Charakterisierungen von Hilbert-Rédumen mit vollstdndigen Orthonor-
malsystemen angeben.

Seien V und W zwei Pra-Hilbert-Raume.

Definition 1.5.11 Fine Abbildung L : V — W heifst Isometrie : < L ist bijektiv und

(L(v1), L(va)) = (v1,v2) fir alle vi,v2 €V .
Lemma 1.5.12 Ist L: V — W eine Isometrie, so ist L € L(V,W).
Beweis. Ubung. 0

Satz 1.5.13 In einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum H existiert genau dann ein vollstin-
diges Orthonormalsystem, wenn es eine Isometrie L : lo(K) — H gibt.

Beweis. (=) Sei (éx) ein vollstéindiges Orthonormalsystem in H. Dann definiert

L ((Zk)keN) = Z ZkCr
k=1

eine Isometrie L : £5(K) — H.

(<) Sei L : {3(K) — H eine Isometrie und sei (ej) das in Beispiel 1.5.10 angegebene Orthonor-
malsystem in ¢5(K). Dann ist (L(ex)) ein vollstdndiges Orthonormalsystem in H.

Die Einzelheiten verbleiben als Ubung. g

Satz 1.5.14 FEin unendlichdimensionaler Hilbert-Raum H besitzt genau dann ein vollstindiges
Orthonormalsystem, wenn er separabel ist.

Beweis. (=) Sei (eg) ein vollstéandiges Orthonormalsystem in H und sei

M::{Zakek:neNundakER},

k=1

wobei R := Q, falls K = R, und R := Q +iQ, falls K = C. Offensichtlich ist M abzéhlbar.
Wir zeigen, dass M eine dichte Teilmenge von H ist. Sei ¢ > 0 und sei v € H. Aufgrund der
Vollsténdigkeit von (ey) gibt es ein n € N mit

n

v — Z(v,ek>ek

k=1

<&
5"
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Da Q dicht in R ist, existieren weiter Zahlen aq, ..., a, € R mit
(v, ex) — ag| < —  fir k=1
v, ey — « — fir =1,...,n
k k on

Es folgt

n n
Zvekek Zvek—akk
k=1 k=1
n

+Z|U€k 70[]6‘ H6k||< +Z
k=1

<

| ™

(<) Sei M = {w; : | € N} eine dichte Teilmenge in H. Wir konstruieren eine Folge (vj) in H
dadurch, dass wir aus der Folge (w;) nacheinander diejenigen w; herausstreichen, die eine Linear-
kombination der Vektoren wy, ..., w;—1 sind. Damit sind die Vektoren vq,...,v, fir jedes n € N
linear unabhingig. Indem wir auf (vy) das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren anwenden,
erhalten wir ein Orthonormalsystem (eg). Dieses System ist vollstindig. Um dies einzusehen, be-

trachten wir ein v € H mit
(v,er) =0 fiiralle keN.

Dann gilt auch
(v,v) =0 furalle keN

und folglich auch
(vyw;) =0 firalle [ eN.

Da M dicht ist, gibt es aulerdem zu jedem & > 0 ein [y € N mit ||v — wy, || < e. Es folgt
[v]]* = (v,0) = (v = wi,,v) < [Jo = wi| - o] < ellv]

und somit
vl <e.

Da dies fiir alle € > 0 gilt, muss v = 0 sein. Nach Satz 1.5.9 ist damit die Vollsténdigkeit von (ey)

bewiesen.

20
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Kapitel 2

Maf3- und Integrationstheorie

2.1 Mengenalgebren und messbare Abbildungen
Sei X eine nichtleere Menge.

Definition 2.1.1 Sei R ein nichtleeres System von Teilmengen von X.

(i) R heifit Mengenring : < Sind A,B € R, so sind auch AUB € R, ANB € R und
A\ BeR.

(ii) R heifst Mengenalgebra dber X : <= Sind A,B € R, so sind auch AUB € R und
X\AeR.

(iii) R heifit o-Algebra iber X : <=
(a) Ist A€ R, soist auch X \ A € R.
(b) Sind A; € R firieN, so ist auch |J A; € R.

i=1

Satz 2.1.2 (i) Fiir jede Mengenalgebra A tiber X gilt X € A, ) € A und

A BeA = AnBeceAund A\BeA. (2.1.1)

(ii) Jede Mengenalgebra ist ein Mengenring.

(iii) Ein Mengenring R ist genau dann eine Mengenalgebra iber X, wenn X € R.

Beweis. (i) Sei A eine Mengenalgebra iiber X und sei A € A. Dann ist X = AU (X \ 4) € A und
folglich auch ) = X \ X € A. Die Beziehung (2.1.1) ergibt sich mittels

ANB=X\((X\A)U(KX\B) ud A\B=X\((X\A4)UB).

(ii) Das ist eine unmittelbare Folgerung aus (i).

(iii) Die Implikation (=) gilt nach (i). Der Beweis von (<=) verbleibt als Ubung. O

Satz 2.1.3 Fliir jede o-Algebra A gilt:

(i) Sind A,B € A, so ist auch AUB € A.
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(ii) Sind A; € A fir i € N, so ist auch ) 4; € A.
=1

K2

Beweis. (i) Sei A eine o-Algebra und seien A, B € A. Dann gilt
AUB=AUBUBUBUBU:---€ A.

(ii) Man benutze

ﬂAz-:X\<U(X\AZ->>.

i=1 i=1

Satz 2.1.3 impliziert, dass jede o-Algebra eine Mengenalgebra ist.

Beispiel 2.1.4 (i) Das System aller endlichen Teilmengen von X ist offensichtlich ein Men-
genring. Nach Satz 2.1.2 ist es dann und nur dann eine Mengenalgebra, wenn X endlich
ist.

(ii) Die Potenzmenge P(X) von X und das Mengensystem {{, X } sind trivialerweise o-Algebren.

(iii) Das System
A:={ACX:Aoder X\ A ist hochstens abzéhlbar}

ist eine o-Algebra. Um dies einzusehen, miissen wir die Bedingungen (a) und (b) aus De-
finition 2.1.1 verifizieren. Die erste Bedingung ist offensichtlich erfiillt. Seien A; € A fiir

i € N. Ist A; fiir jedes i € N hochstens abzihlbar, so ist auch (J A; hochstens abzihlbar.
i=1

Ist hingegen A;, fiir ein ip € N weder endlich noch abzéhlbar, so ist X \ A;, und somit auch

X\ U A4; € X\ 4;, hochstens abzihlbar. Damit ist gezeigt, dass auch die Bedingung (b)

=1
gilt. U

Definition 2.1.5 FEin nichtleeres Mengensystem S heifit monoton : <—

(a) Flir jede aufsteigende Folge von Mengen Ay C Ao C A3 C--- inS st | A; €8S.
i=1

K3

(b) Fiir jede absteigende Folge von Mengen A1 2 Aa D A3 D --- inSist [ A; €S.
i=1

7

Satz 2.1.6 Eine Mengenalgebra A ist genau dann eine o-Algebra, wenn sie monoton ist.

Beweis. Ist A eine o-Algebra, so ist A nach Definition 2.1.1 und Satz 2.1.3 auch monoton. Wir
haben also nur die Implikation (<=) zu beweisen. Sei A eine monotone Mengenalgebra und seien
A; € A, i € N. Wir miissen zeigen, dass

JAica. (2.1.2)
i=1

Dazu setzen wir

A=Ay, AQ::A1UA27 A312A1UA2UA3,

Da A eine Mengenalgebra ist, ist A; € A fiir alle i € N. AuBerdem haben wir

Algzigggg-“ und UAl:UAl
i=1 i=1
Da A monoton ist, folgt (2.1.2). O
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Satz 2.1.7 Sei 9 ein nichtleeres System von Mengenalgebren iber X .

(i) Der Durchschnitt 9 := (] A ist eine Mengenalgebra.
Aem

(i) Ist jedes A € M eine o-Algebra, so ist (|9 ebenfalls eine o-Algebra.
Beweis. Ubung. g

Definition 2.1.8 Sei S ein nichtleeres System von Teilmengen von X. Dann heifit
A(S) = ﬂ{A CP(X): A ist Mengenalgebra und S C A}
die durch S erzeugte Mengenalgebra und
A (S) = m{A CP(X): Aist o-Algebra und S C A}

die durch S erzeugte o-Algebra.
Bemerkung 2.1.9 Nach Satz 2.1.7 ist A(S) eine Mengenalgebra und A, (S) eine o-Algebra. O

Definition 2.1.10 Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei O(X,d) das System der offenen Men-
gen von (X,d). Die Elemente von

B(X) := A, (O(X, d))

werden Borel-Mengen in X genannt.

Bemerkung 2.1.11 Wie man leicht sieht, ist
B(X)=A,(F(X,d)),

wobei F(X,d) das System der abgeschlossenen Mengen von (X, d) ist. O

Definition 2.1.12 Sei A eine o-Algebra iiber X und A’ eine o-Algebra iiber Y. Eine Abbildung
®: X —Y heifit (A, A')-messbar : <= Fiir alle B € A’ ist ®~1(B) € A.

Lemma 2.1.13 Sei A eine o-Algebra iber X und sei S C P(Y) nichtleer. Eine Abbildung ® :
X — Y st genau dann (A, Ay (S))-messbar, wenn ®~1(B) € A fiir alle B € S.

Beweis. Wir betrachten die Mengensysteme
> 1(S)={2 ' (B):BeS} und &' (A4,(S)={2 ' (B):BeA(S)} .

Zu zeigen ist, dass aus der Inklusion ®~!(S) C A die Inklusion &' (A4,(S)) C A folgt. Dazu
beweisen wir, dass

P (A(S)) = A, (271(S)) - (2.1.3)

Haben wir (2.1.3) gezeigt, so sind wir fertig. Da némlich A eine o-Algebra ist, gilt mit ®~1(S) C A
auch A, (271(S)) C A.

Das Mengensystem ® ! (A,(S)) ist eine o-Algebra, denn

X\ '(M)=o""(Y\ M) und G o H(M;) =07 (G Mi> (2.1.4)
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fiir beliebige Teilmengen M und M;, i € N, von Y. Da aulerdem S C A,(S) und somit auch
PH(S) C D! (Aq(S)), st
A, (271(8)) €7 (A,(5)) -

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion setzen wir
A={MCY : 07 (M) e A, (271(S))} .

Aufgrund von (2.1.4) ist auch A eine o-Algebra. Ferner haben wir S C A. Folglich gilt A, (S) C A,
d.h.
®H(B) €A, (P7'(S)) firalle Be€ A,(S),

also

P (A(S)) C A, (271(S)) -
O

Sei R die erweiterte Zahlengerade, d.h. R := R U {—l—oo,—ioo}. Wir setzen die Anordnung, die
Addition und die Multiplikation in R in iiblicher Weise auf R fort. Es ist also

—o0 < a <+ fir alle a € R,
a+ (+00) := 400 fiir alle a € |—o00,400],

a+ (—o0) := —c0 fir alle a € [—o0, 400,
a-(fo0) :=+co  fiiralle a€]0,+o0],
a- (£00) := Foo fiir alle a € [—00,0[.

Auferdem ist es fiir einige Uberlegungen zweckmiifig,
0-(xc0):=0

zu setzen. Hingegen ist +oo + (—oc) nicht definiert. Wir versehen R folgendermafen mit einer
Metrik d. Wir definieren tanh : R — [—1, 1] durch

—— [ tanh(a) firaeR
tanh(a) := { +1 fiir a = o0

und setzen B
d(a1,az) := |tanh(a;) — tanh(as)| .

Die Konvergenz in (R, d) erweitert die Konvergenz in (R, dg) um die bestimmte Divergenz. Insbe-
sondere gilt klim = 400 (bzw. klim = —o0) in (R,d), wenn zu jedem ¢ € R ein kg € N mit aj, > ¢
— 00 — 00

(bzw. ai < ¢) fiir alle k > ko existiert. Die Bezeichnung R ist dadurch gerechtfertigt, dass R der
Abschluss von R im metrischen Raum (R, d) ist.

Definition 2.1.14 Sei A eine o-Algebra iber X. Eine Funktion f : X — R heifit A-messbar
: <= Sie ist (A, B(R))-messbar.

Lemma 2.1.15 Sei S = {Ja, +o0] : a € R}. Dann ist A,(S) = B(R).
Beweis. Da S C O(R, d), gilt
As(S) € A (O(R, d)) = B(R) -

Andererseits ist jedes Element von O(R,d) abzihlbare Vereinigung von Intervallen der Form
[—00,a], ]a,b] und Ja,+oo] mit a,b € R. Offensichtlich ist Ja,+o0] € A,(S). Wir haben aber
auch [—o0, a] € Ay (S) und |a, b € A,(S), denn



und
la,b[ = [—o0,b[N]a, +o0] .

Also gilt O(R,d) C A, (S) und folglich auch

Folgerung 2.1.16 FEine Funktion f: X — R ist genau dann A-messbar, wenn

f'(a,+o0)) € A fir alle a€R.
Beweis. Dies ist eine Folgerung aus den Lemmas 2.1.13 und 2.1.15. g
Satz 2.1.17 Sei f: X — R A-messbar und ¢ : R — R stetig. Dann ist auch p o f A-messbar.

Beweis. Sei U C R offen. Da ¢ stetig ist, ist ¢~ 1(U) offen. Da f A-messbar ist, folgt
(o /MU =1 (¢ 1 (U)) € A.
Nach Lemma 2.1.13 ist damit der Satz bewiesen. O

Eine unmittelbare Konsequenz des letzten Satzes ist
Folgerung 2.1.18 Ist f : X — R A-messbar, so sind auch |f| und f* A-messbar. O

Definition 2.1.19 Se: A C X. Die durch

1 firzeA
Xa(z) = { 0 sonst

definierte Abbildung x4 : X — R heifit die charakteristische Funktion von A.
Lemma 2.1.20 Sei f: X — R A-messbar und sei A € A. Dann ist auch x4 - f A-messbar.

Beweis. Wir wenden Folgerung 2.1.16 an. Sei zunédchst ¢ > 0. Dann haben wir
xa(z)  f(x) >a <= z€Aund f(z)>a,

woraus

(xa - £)7'(a, +oc]) = AN f71(Ja, +o0]) € A
folgt. Ist hingegen a < 0, so gilt

xa(z) - f(x) >a <= ze€X\Aoder f(z)>a

und folglich
(xa - )~ (Ja,+oo]) = (X \ A) U f~ (Ja, +oc]) € A.

Satz 2.1.21 Seien f,g: X — R A-messbar und sei A € R. Dann gilt:

() Ist f+g : X — R definiert, d.h. f~'({+c0}) N g7 ({~o0}) = 0 und f~1({—00}) N
g ({+x}) =0, so ist f + g A-messbar.

(i) Af: X — R ist A-messbar.
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(iii) f-g:X — R ist A-messbar.

Beweis. (i) Fiir jedes a € R haben wir

(f +9)" " (a,+o0]) = {z € X : f(x) + g(x) > a}
={zeX: f(z)>a—g(x)}

= U({xeX:f(x)>r}ﬁ{x€X:7‘>a—9($)})
reQ

= U (Jr,+o0]) N g~ (Ja — r, +00]))
reQ

und somit

(f +9)""(Ja, +oc]) € A.
Nach Folgerung 2.1.16 ist damit die Behauptung bewiesen.
(ii) Ubung.
(iii) Sei

Ay = (f9) 7 ({Ho0}) . A= (fg) 7 ({—o0}) und Ag:=(f-9)"'({0}).

Da
A = (1 ({+oeh) Ng™1(J0,+0])) U (FH({~ OO})ﬂg H([~00,0])
(f71(0, +00]) N g~ ({+00})) U (f~*([=00,0) N oo}))
Ao = (1 ({Hoe}) Ng (=00, 0D)) U (fH({~ <><>})ﬂg_1 0, +00]))
(f7H([=o0,0) Mg~ ({+00})) U (F71(10, +00]) N g~ ({—0c})) und

“{ohugTt({oh,
sind Ay, A_, Ag € A. Demzufolge ist auch B := X \ (A4 UA_ U A) € A. Wir setzen
fe=xs-f, G:=xp-g wd h:=fg-f-3.

Nach (i) sind wir fertig, wenn wir gezeigt haben, dass f- g und h A-messbar sind. Zunichst
bemerken wir, dass f(z) € R und g(x) € R fiir alle 2 € X. Insbesondere sind f4+gund f—3
definiert. Da die Funktionen f und g nach Lemma 2.1.20 A-messbar sind, folgt mittels (i), (ii) und
Folgerung 2.1.18, dass auch

A-messbar ist. Desweitern haben wir

+oo fiirze Ay
hz)=¢ —oo firxze A_ ,
0 firxeAyUB
d.h.
h=xa, - (+00) = xa_ - (=00) .
Hieraus erhalten wir wiederum mittels Lemma 2.1.20, dass h A-messbar ist. O
Satz 2.1.22 Seien f; : X — R, i € N, A-messbare Funktionen und konvergiere (fi)sen punktweise

gegen eine Funktion f : X — R. Dann ist auch f A-messbar.
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Beweis. Sei a € R beliebig. Wir miissen zeigen, dass
fH(a, +od]) € A. (2.1.5)

Dazu setzen wir
1 1 ~
Aij = fz a + ) “+00 und Bij = ﬂ Akj .
J k=i

fiir ¢,j € N. Da die Funktionen f; A-messbar sind, gilt A;; € A fiir alle 4,5 € N und demzufolge

auch
B € A furalle 4,j€N. (2.1.6)

Wir beweisen, dass

' (a,+o0)) = | J Byj - (2.1.7)

ij=1
Wenn wir dies getan haben, sind wir fertig, denn aus (2.1.6) und (2.1.7) folgt sofort (2.1.5).

Sei € f~1(Ja, +o0]). Dann existiert ein jo € N mit
1
flx)y>a+—.
Jo
Wegen f(x) = lim f;(z) folgt, dass es ein iy € N mit

1
fi(z) >a+ — furalle i>ig,
Jo

o0
d.h. mit x € A;j, fir alle ¢ > iy gibt. Dann ist € B, ;, und somit € |J B,;. Damit ist
ij=1

f4(a, +o0)) U Bij (2.1.8)

3,j=1

o0
gezeigt. Sei jetzt x € |J B;j, etwaz € B,

20Jo*
3,7=1

Dann gilt © € A;;, fir alle ¢ > 4o, d.h.

1
filz) >a+ — firalle i>ig.
Jo

Da f(z) = zlinglo fi(x), erhalten wir

f(x)2a+,l>a,

Jo
d.h. z € f71(Ja, +c]). Damit ist auch
fY(a, +o0)) U B (2.1.9)
1,5=1
gezeigt. Aus (2.1.8) und (2.1.9) folgt (2.1.7). O

Satz 2.1.23 Seien fi: X — R, i € N, A-messbare Funktionen und seien g1,g> : X — R durch
g1(x) :=sup fi(xr) und ga(z):= irilf fi(x)

definiert. Dann sind auch g1 und go A-messbar.
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Beweis. Sei a € R. Da fiir x € X genau dann g1 (x) > a gilt, wenn ein ¢ € N mit f;(z) > a existiert,
ist

g1 (Ja, +o0]) Uf la, +o0])

Aufgrund der A-Messbarkeit der Funktionen f; folgt g; ' (Ja, +00]) € A. Damit ist gezeigt, dass g,
A-messbar ist. Dass auch go A-messbar ist, erhélt man nun aus Satz 2.1.21(ii) und

92(x) = —sup(—fi(2)) .

3

O
Folgerung 2.1.24 Sind f; : X — R, i € N, A-messbar, so sind auch die durch
hi(x) := lim sup filx) wund ho(z) = liirggjlf fi(x)
definierten Funktionen hi,hs : X — R A-messbar.
Beweis. Da
lim sup fi(w) = inf (jglz filz )) und - liminf f;(z) = sup (;gf fj(w)> ;
folgt die Behauptung aus Satz 2.1.23. d

2.2 Inhalte und Mafle

Sei R ein Mengenring.
Definition 2.2.1 Eine Funktion u : R — [0,400] heifit additiv : <= Fiir alle A,B € R mit

ANB =0 ist
(AU B) = pu(A) + u(B) .

Sie heifit o-additiv : <= Fiir jede Folge von Mengen Ay, As,... € R mit A;,NA; =0 fiiri#j
und |J A; € R ist

i=1
o(Ua) - s
i=1 i=1
Satz 2.2.2 FEine additive Funktion p: R — [0,+00] ist genau dann o-additiv, wenn
1 <U Ai) = lim p(A;)
i=1
fiir jede aufsteigende Folge von Mengen Ay C Ay C A3 C -+ in R mit | A; € R.
i=1

Beweis. Ubung. O

Definition 2.2.3 (i) PEine Funktion p : R — [0,+00] heifst Inhalt : <= p ist additiv und
() = 0.

(ii) Fin Inhalt p heifit o-Inhalt : <= p ist o-additiv.
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(iii) Ein o-Inhalt v : R — [0, +00] heifft MaB : <= R ist eine o-Algebra.
Bemerkung 2.2.4 Ein o-Inhalt wird auch Pramaf} genannt. 0

Beispiel 2.2.5 (i) Sei X eine beliebige Menge. Fiir A C X setzen wir

(A) = card A, falls A endlich
A= +o0 sonst

Die dadurch definierte Funktion p : P(X) — [0, +00] ist ein Maf. Dieses Mafl wird Z&hlmaf3
genannt.

(ii) Sei X eine beliebige nichtleere Menge und sei £ € X fixiert. Die durch

1 Lfallsée A
pe(A) = { 0 sonst

definierte Funktion pg : P(X) — [0, +00] ist ein MaB. Dieses Maf} heiffit Dirac-Maf in §.
(iii) Sei
R:={ACN: Aoder N\ A ist endlich}
und sei p: R — [0, +o0] durch

(4) = 0 , falls A endlich
ME=11 | falls N\ A endlich

definiert. Dann ist p ein Inhalt. Dieser Inhalt ist aber kein o-Inhalt. Wére ndmlich p o-

additiv, so wére
H(N) = (U{i}) =S u(in =o0.
i=1 i=1

Nach Definition von p ist aber pu(N) = 1.

Satz 2.2.6 Sei u: R — [0,400] ein Inhalt und seien A, B € R. Dann gilt:

(i) w(AUB)+ (AN B) = pu(A) + u(B).
(i) (AU B) < u(A) + u(B).
(i) Ist A C B, so ist u(A) < u(B). Gilt aufferdem p(A) < +00, so ist u(B\ A) = u(B) — p(A).

Beweis. (i) Da p additiv ist, haben wir

AU B) = p(AU (B\ A)) = p(A) + (B \ A) (2.2.1)
AN B) + u(B\ A) = u((AN B) U (B\ A)) = u(B) (22:2)

und folglich
(AU B) + u(A N B) + p(B\ A) = u(A) + u(B\ A) + u(B) . (2.2.3)

Ist u(B\ A) < +00, so erhalten wir die gewiinschte Aussage, indem wir auf beiden Seiten von
(2.2.3) den Ausdruck p(B\ A) subtrahieren. Ist hingegen pu(B\ A) = +00, so gilt nach (2.2.1) und
2.2.2) auch u(AU B) = +oo und p(B) = +00, woraus ebenfalls die Behauptung folgt.

(
(ii) Dies ist eine direkte Konsequenz von (i).
(

iii) Gelte A C B. Da pu additiv ist, ist dann

n(B) = w(AU (B\ A)) = p(A) + u(B\ 4) > u(A) ,

woraus man auch den zweiten Teil der Behauptung sofort erhélt. O
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Folgerung 2.2.7 Ist 1 : R — [0, +00] ein o-Inhalt, so gilt
oo (oo}
[ <U Ai) <> u(Ai)
i=1 i

fiir jede Folge von Mengen Ay, As,... € R mit | J;2; Ai € R.

Beweis. Ubung. (]

2.3 Das Lebesgue-Maf3

Definition 2.3.1 Seien a,b € R™. Dann heifit
[a, 0 :={zeR":a; <z; <b; firi=1,...,n}

n~-dimensionaler halboffener Quader und

bi_ 7 ) Il 7;<b72 . ,:1’“.’
vol([a, b]) := Zl;ll( a;) , fallsa fiir i n

0 sonst

das n-dimensionale Volumen von [a, b[.

Das System aller n-dimensionalen halboffenen Quader bezeichnen wir mit Q™. In diesem Abschnitt
wollen wir eine o-Algebra A {iber R™ und ein darauf definiertes Mafi i : A — [0, +00] mit folgenden
Eigenschaften konstruieren.

(E1) Q" C A und p(Q) = vol(Q) fiir alle Q € Q™.

(E2) p ist translationsinvariant, d.h. ist A € A und ist v € R, so ist auch A +v € A und
H(A +v) = p(A).

Dabei ist A+ v :={z+wv:z € A}. Nach dem folgenden Satz kann man mit solch einem Maf nicht
jede Teilmenge von R™ messen.

Satz 2.3.2 Ist A eine o-Algebra iber R™ und ist p : A — [0,+00] ein Mafi mit den Eigenschaf-
ten (E1) und (E2), so ist A # P(R™).

Beweis. Wir fiihren den Beweis indirekt und betrachten zunéchst den Fall n = 1. Sei p : A —
[0, 4+00] ein Mafl mit (E1), (E2) und A = P(R). Auf dem Intervall [0, 1] betrachten wir die durch

r~y <= z—-yeQ

definierte Aquivalenzrelation. Sei A C [0, 1] derart, dass A aus jeder Aquivalenzklasse genau ein
Element enthélt, und sei

B:= |J (A+r).

re]—1,1[NQ
Offensichtlich ist
BC[-1,2]. (2.3.1)
AufBlerdem gilt
[0,1[CB. (2.3.2)
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Ist ndmlich € [0, 1], so existiert nach Konstruktion von A ein a(z) € A mit r(x) := x —a(z) € Q.
Da z,a(x) € [0,1], ist r(z) € |—1,1[. Also gilt x € A+ r(x) C B, womit (2.3.2) gezeigt ist. Die
Inklusionen (2.3.1) und (2.3.2) imlizieren ([0, 1[) < u(B) < p([-1,2[), d.h. nach (E1)

1< pu(B)<3. (2.3.3)
Andererseits haben wir
(A+r)N(A+r) =0 firale ri,ro € Qmitry #ry. (2.3.4)

Ist némlich (A +71) N (A+1r2) # 0 fiir r,72 € Q, so existieren aj,as € A mit a; + 71 = as + ra,
d.h. a1 —as = r9 — r1. Also ist a; ~ as. Nach Konstruktion von A muss dann a; = ao und somit
auch 71 = ro gelten. Aus (2.3.4) folgt

wB) = Y pA+r)= > u(4).

re]—1,1[NQ rel—1,1[NQ

Dies impliziert, dass u(B) = 0, falls u(A) = 0, und p(B) = 400, falls u(A) > 0. In beiden Fillen
erhalten wir einen Widerspruch zu (2.3.3). Damit ist der Satz fiir n = 1 bewiesen.

Ist n > 2, so erhilt man die gewiinschte Aussage, indem man die obige Argumentation mit

A;:Ax[OJ["_lgR" und B := U (A+(T707"'70))
re]—1,1[NQ

wiederholt. O

Bemerkung 2.3.3 Beim Beweis von Satz 2.3.2 wurde das so genannte Auswahlaxiom benutzt
und zwar zur Bildung der Menge A. O

Zur Konstruktion des gewiinschten Mafles auf R™ werden wir ein allgemeines Konstruktionsprinzip
anwenden, welches jetzt erldutert werden soll. Wir beginnen mit

Definition 2.3.4 Sei X eine Menge. Eine Funktion p* : P(X) — [0,4+0c] heifit duBeres Maf}
=

(i) 1(0) = 0.
(ii) Fiir alle B, B’ € P(X) mit B C B’ gilt p*(B) < pu*(B’).
(iii) Fiir jede Folge von Mengen By, Ba,... € P(X) gilt
(Us)<xwm.
i=1 i=1

Satz 2.3.5 Sei R ein Mengenring iiber X und sei p: R — [0,+00] ein o-Inhalt. Fir B € P(X)
setzen wir

e} o0
p*(B) := inf {Zu(Ai) : Ay, Ay,...€ R und B C | Ai} .
i=1 i=1
Dann ist u* : P(X) — [0, +o0] ein duferes Mafl und

w*(A) = u(A) firale AeR. (2.3.5)
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Beweis. Zuerst zeigen wir (2.3.5). Sei A € R. Wegen A C AUQUPU --- ist
W (A) < () + (0) + (@) + - = u(A)

Sind andererseits Ay, As,... € R mit A C |J A;, so kénnen wir gemifl Satz 2.2.6 und Folge-
i=1

3

rung 2.2.7

u(A) = p (Aﬂ UAi> =u (U(AmAi)> <D omANA) <D (4

i=1 i=1
schliefen. Also gilt auch p(A) < p*(A). Damit ist (2.3.5) gezeigt.

Wir iiberpriifen jetzt, dass p* die Eigenschaften eines dufleren MaBles besitzt. Aufgrund von (2.3.5)
und ) € R haben wir

pr(0) = u(@) =0.

Gelte B C B’ C X. Dann erfiillt jede Folge von Mengen Aj, As,... € R mit B’ C |J A; auch
i=1

K2

o0
B C | A;, woraus
i=1

W (B) < u*(B)
folgt. Seien schlielich By, Ba, ... € P(X). Wir miissen zeigen, dass

W <U Bz-) <> W) (2:3.6)

i=1

Ist p*(B;) = +oo fiir ein 4 € N, so ist (2.3.6) trivialerweise erfiillt. Gelte also p*(B;) < +oo fiir alle
i € N. Nach Konstruktion von p* kénnen wir zu vorgegebenem € > 0 Mengen A;; € R, 4,j € N,

oo
so wihlen, dass B; C A;j und
=1

> 19
“(B;) > A;)— — firalle i€N.
( )_]E:lu( j) =5 firalle i€

Dannist U B; € |J A;; und

i=1 i,j=1
> nAg) =D uAg) < 3 (W (B + 5 ) = Sou(B) +=.
i,j=1 i=1 j=1 i=1 i=1

Folglich haben wir
w* (U Bi> < Z,u*(BZ-) +e fiir jedes >0,
i=1 i

was zu (2.3.6) dquivalent ist. O

Bemerkung 2.3.6 Fiir das in Satz 2.3.5 konstruierte duflere Maf§ p* ist pu*(B) = 400, falls es
oo

keine Mengen Aj, As,... € R mit B C |J A; gibt. O
i=1

1=

Im néchsten Schritt wollen wir aus einem aufleren Mafl ein Mafl konstruieren. Diese Konstruktion
geht auf Carathéodory zuriick.
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Definition 2.3.7 Sei p* : P(X) — [0,+00] ein dufleres MafS. Eine Menge A C X heifit p*-
messbar : <
p'(B)=p*(BNA)+p*(B\A) firale BCX. (2.3.7)

Bemerkung 2.3.8 Sei p* : P(X) — [0, +0o0] ein duBeres Maf. Dann gilt fiir beliebige A, B C X
B=(BNnA)UB\A)UIUDU---
und folglich
W(B) < pr(BOA) + 0 (B\A) + 5 (0) + p*(0) + -+ = w* (BN A) + 1" (B 4) |
Somit ist A C X genau dann p*-messbar, wenn
pw(BNA) +u"(B\A) <p*(B) firale BCX.

0

Lemma 2.3.9 Seip: R — [0,+00] ein o-Inhalt und sei p* das daraus gemifS Satz 2.3.5 konstru-
ierte duflere Mafs. Ist A € R, so ist A pu*-messbar.

Beweis. Sei A € R und sei B C X. Wir nehmen zunéichst an, dass p*(B) < +oo. Zu beliebig

vorgegebenem ¢ > 0 wéhlen wir Ay, As,... € R mit
oo (o)
BC U A; und p*(B) > Z“(Al) -
i=1 i=1

Dann haben wir - -
BnAC|JAin4) und B\AC|J4:\4).
i=1 i=1
DaA,NAeRund A; \ A € R fiir i € N, ergibt sich

8

W(BOA) 5 (BAA) < 3 a4 A)+ 3 plAi\ A)

i=1 i=1
=D (AN A) + A\ A) =D u(Ay) < p*(B) +e .
i=1 i=1
Folglich gilt
W (B A)+ (B A) < w7 (B) . (2.338)
Ist andererseits p*(B) = +o00, so gilt (2.3.8) trivialerweise. Nach Bemerkung 2.3.8 ist damit die
w*-Messbarkeit von A gezeigt. O

Satz 2.3.10 Sei p* : P(X) — [0, +00] ein dufleres Mafs und sei A* das System der p*-messbaren
Mengen. Dann gilt:

(i) A* ist eine o-Algebra.
(ii) Die Einschrinkung von u* auf A* ist ein Maf.
(iii) Ist A C X und pu*(A) =0, so ist A € A*.
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Beweis. (i) Zuerst zeigen wir, dass A* eine Mengenalgebra ist. Fiir beliebige Mengen A, B C X
gilt
B\A=BnNn(X\4).

Folglich ist A C X genau dann p*-messbar, wenn
pw'(B)=p"(BNA) +pu" (BN (X\A4)) firalle BCX.
Dies impliziert, dass X \ A € A*, falls A € A*. Weiter kénnen wir fiir A, A’ € A* und B C X

p(BN(AUA)) +pu*(B\ (AU A))

p(BNA)U((B\A)NA)) +p*((B\A)\ A)
p(BOA)+p (B\A)NA) +p (B\A)\A)
w(B
n(

IN

(BNA)+p (B\A)
B)

*

schlieBen. Hieraus folgt mittels Bemerkung 2.3.8, dass AU A" € A*, falls A, A’ € A*. Damit ist
gezeigt, dass A* eine Mengenalgebra ist.

Seien jetzt Ay, Ag,... € A* mit A; N A; =0 fiir i # j und sei B C X beliebig. Ersetzt man in
(2.3.7) die Menge B durch BN (A; U Ag) und die Menge A durch Ay, so erhilt man

,u*(B N (A1 U AQ)) = /L*(B N (Al @] Az) N Al) +,u*((B N (A1 @] AQ)) \Al)
=p"(BNA)+p"(BNA).

Durch Induktion folgt

k k
w* (Bm UAl-) =Y w(BnA) firalle keN.
=1 =1

Da A* eine Mengenalgebra ist und somit
k
JA4ie A firalle keN

gilt, gelangen wir zu

p*(B) = u* <Bmi_01Ai> (B\UA)_

fiir alle k¥ € N und folglich

\/
/\
Cw
=
~
_|_
t*
/
Sy
—
(G
=
~_

p(B) =Y pf(BNA)+ p* (B U AZ-) . (2.3.9)
i=1 =1
Auflerdem haben wir
(BmUA) = (G(BﬂA)) iu*(BﬂAi). (2.3.10)

Aus (2.3.9) und (2.3.10) ergibt sich

i (0 0a) oo (m 0) =S o (1 00) <t



Nach Bemerkung 2.3.8 folgt |J A; € A*.
i=1

K2

Sind nun Ay, A, . .. beliebige p*-messbarer Mengen, so setzen wir A; := Ay und

Ai+1 = AiJrl \ U 121] = /L+1 \ U Ag fr i€ N.
j=1 j=1
Weil A* eine Mengenalgebra ist, sind dann auch Ay, As,... € A*. Desweiteren ist A; N 4; =
fiir i # j und | A; = U A;. Also gilt nach der Uberlegungen oben |J A; € A*. Damit ist die
. =

=1 i=1 i
Behauptung (i) bewiesen.

(ii) Wir miissen zeigen, dass u* A+ o-additiv ist. Seien Ay, A, ... € A* und gelte A, NA; =0 fir

i # j. Indem wir (2.3.9) auf B = |J A; anwenden, erhalten wir

i=1

sowieso gilt, folgt

i=1

w* (U Ai) = wi(A).
i=1
(iii) Sei A € X mit p*(A) = 0 und sei B C X beliebig. Wegen BN A C A ist dann auch
p*(BNA) =0. Demnach gilt
W(BA) + " (B\ A) = 5" (B\ A) < i*(B)

Nach Bemerkung 2.3.8 ist damit A € A4*. O

Definition 2.3.11 FEin Maff u: A — [0, 400] heifst vollstindig : <= Aus A € A, u(A) =0 und
B C A folgt B € A.

Folgerung 2.3.12 Die Einschrinkung eines dufleren Mafles p* : P(X) — [0,400] auf die o-
Algebra A* der p*-messbaren Mengen ist ein vollstindiges May.

Beweis. Wir haben bereits bewiesen, dass u*’ x ein Maf} ist. Dieses Maf ist auch vollstdndig. Ist
nidmlich B C A C X und p*(A) = 0, so gilt nach den Eigenschaften eines dufleren Mafles auch
w*(B) = 0. Nach Satz 2.3.10(iii) folgt B € A*. O
Wir kehren jetzt zu unserem Ausgangsproblem, der Konstruktion eines Mafles iiber R™ mit den Ei-

genschaften (E1) und (E2), zuriick. Nach den Uberlegungen oben geniigt es dafiir, einen geeigneten
o-Inhalt zu konstruieren.

Definition 2.3.13 Fine Vereinigung Q1 U --- U Q. von endlich vielen Quadern Q1,...,Qr € Q"
heifst n-dimensionale Quadersumme.

Das System aller n-dimensionalen Quadersummen bezeichnen wir mit QS™.

Lemma 2.3.14 Fiir alle Q,Q" € Q™ gili:
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i) QNQ' € Q™.

(ii) Fs existieren endlich viele paarweise disjunkte Quader Qq,...,Qr € Q™ mit Q\ Q' = Q1 U
-+ U Qg. Insbesondere ist Q\ Q' € QS™.

Beweis. (i) Seien a,b,a’,b’ € R™ und sei Q = [a,b] und Q' = [¢/,V[. Setzen wir a} := max{a;, a}}
und b} := min{b;, b} }, so gilt Q N Q' = [a”,b”]. Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Diese Aussage iiber Q \ Q' = Q \ (Q N Q') erhilt man, indem man den Quader Q so disjunkt
in Teilquader zerlegt, dass Q N Q' einer dieser Teilquader ist. O

Folgerung 2.3.15 Das System QS™ der n-dimensionalen Quadersummen ist ein Mengenring.
Beweis. Das ergibt sich aus Lemma 2.3.14. d

Folgerung 2.3.16 Zu jedem S € Q8" existieren endlich viele paarweise disjunkte Quader
Q1,...,QreQ" mitS=Q1U---UQy.

Beweis. Sei S € QS™, d.h. S =Q U---UQ; fiir gewisse Qf,...,Q; € Q". Wir setzen

i—1
Si=@\|JQ; fix i=1,...1.
j=1

1
Dann sind Sy,...,S; paarweise disjunkt und es gilt S = |J S;. Weiter kann man mit Lem-
i=1

ma 2.3.14(ii) und

i—2
Si=l@\UJ@)|\Qi

J=1

induktiv schlieffen, dass jedes S; die Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten Quadern
Qi1,-- -, Qik; € Q" ist. Das liefert die Behauptung. O

Lemma 2.3.17 Seien Q1,...,Qr € Q" paarweise disjunkt und sei Q1 U---UQr € Q™. Dann ist
vol(Q1U---UQyg) =vol(Q1) + -+ - + vol(Qy) -

Beweis. Ubung. g

Satz 2.3.18 FEs gibt genau einen Inhalt p: QS™ — [0, +00] mit

w(Q) =vol(Q) fir alle Q€ Q™. (2.3.11)

Beweis. Seien sowohl Q1,...,Qr € Q™ als auch Qf, ..., Q] € Q™ paarweise disjunkt und gelte

QlU"'UQk:QQU"'UQ;'

k !
Dann ist ) vol(Q;) = >_ vol(Q}), denn wegen
i=1 j=1

l

k
Q=U@n@) wmd Q;=J@n)

j=1 i=1

36



gilt nach Lemma 2.3.14(i) und Lemma 2.3.17

l
Z vol(Qi N Q)

I
1 Mw

k k !
Z vol(Q;) = Z vol U (QinQj)
i=1 i=1 j=1

k l
Z (U QmQ})> =D _vol(@))

i=1

Sei S € QS™. Nach Folgerung 2.3.16 ist S = Q1 U - - U Q, filr gewisse paarweise disjunkte Quader
Q1,...,Qr € Q". Wir setzen

k
= Z vol(Q;) . (2.3.12)

Nach der Uberlegung oben erhalten wir auf diese Weise eine wohldefinierte Funktion x : QS™ —
[0, +00]. Diese erfiillt trivialerweise (2.3.11). AuBerdem ist offensichtlich p(@) = 0 und p(S1US2) =
w1(S1) + p(S2) fiir disjunkte Quadersummen S, 52 € QS™. Das heifit, p ist ein Inhalt. Damit ist
die Existenzaussage bewiesen.

Ist andererseits p : QS™ — [0, +00] ein Inhalt mit der Eigenschaft (2.3.11) und ist S = Q1 U---UQy
fiir paarweise disjunkte Quader Q1,...,Qx € Q", so muss (2.3.12) gelten. Damit ist auch die
Eindeutigkeitsaussage bewiesen. O

Satz 2.3.19 Sei pu: Q8™ — [0,+00] der durch (2.3.11) bestimmte Inhalt. Dann gilt:

(i) Fir alle S € Q8™ ist u(S) < +o0.
(i) Ist S € Q8™ und v € R™, so ist auch S+ v € Q8™ und p(S + v) = p(S).

(iii) w st ein o-Inhalt.

Beweis. (i) Das folgt sofort aus (2.3.12).

(ii) Ist Q = [a,b] € Q" und v € R™, so ist Q +v = [a + v,b+ v[ € Q" und vol(Q + v) = vol(Q).
Daraus ergibt sich mit (2.3.12) die Behauptung.

o0

(iii) Seien S1,S52,... € Q8™ paarweise disjunkt und gelte S := |J S; € QS™. Wir miissen zeigen,
i=1

dass

u(S) =D ul(Si) - (2.3.13)

[e9)
Dazu setzen wir Ty, := S\ (S1U---US;) = |J 8 fiir £ € N. Da QS™ ein Mengenring ist, sind
i=k+1
T1,Ts,... € QS™. Nach (i) und Satz 2.2.6(iii) gilt

k
p(Ti) = p(S) = p(S1 U~ USk) = pu(S) = Y _p(S:) fiiralle keN.
i=1
Demnach ist (2.3.13) gleichbedeutend mit
klim w(TE) =0. (2.3.14)

Angenommen, das gilt nicht. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit u(T}) > ¢ fiir alle k£ € N. Insbesondere sind
alle Quadersummen 7}, nichtleer. Damit kénnen wir fiir jedes k € N ein R, € QS™ mit Ry C T
und

p(Ty) — p(Ry) < 27%¢
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wéhlen. Sei P, := Ry N---N Ry. Wegen P = Ry und p(Ty) — u(Ry) < ¢/2 ist

w(P) > p(Th) — = =p(T)+ (27" = 1)

N O

Gelte 1(Py) > p(Tx) 4+ (27% — 1) ¢ fiir ein k € N. Mit Satz 2.2.6(i) und
Ry 1UP, C Rpp1 UR, C T UT, C T

folgern wir

W(Pry1) = p(Ry1 N Py) = p(Ryq1) + p(Pr) — p( Ry U Pr)
> p(Rit1) + p(Pr) — (i)
> p(Ri41) + /L(Tk) +(27F = 1) e - p(Ty)
> uw(Tks1) —2—(k+ e+ (2 k 1) c
= w(Tke1) + ( —(kt1) _ 1) c.

Damit haben wir gezeigt, dass pu(Py) > p(Tx) + (27% — 1) ¢ fiir alle k € N. Wegen u(T}) > ¢
erhalten wir daraus, dass u(Py) > 2 Fc fiir alle k € N. Also sind alle Py nichtleer und wir kénnen
fiir jedes k € N ein 2, € P, wéhlen. Auf diese Weise erhalten wir eine Folge (7), oy in P1. Da P
abgeschlossen und beschrénkt ist, existieren eine Teilfolge (g, ),y und ein @ € Py mit lliglo Tp, = .

Nach Konstruktlon der Mengen Py, gilt P, D P, D P3 D --- und somit auch P O P, D P3 D
Folglich ist x € ﬂ Py,. Wegen P, C R;, C Ty, ist dann auch z € ﬂ Ty.. Das ist aber ein Widerspruch
k=1 k=1
(o]
zu () T = 0. Also gilt (2.3.14) und (iii) ist bewiesen. O
k=1

Definition 2.3.20 Sei p : Q8™ — [0, 400] der durch (2.8.11) bestimmte o-Inhalt und sei pj :
P(R™) — [0, +00] das aus p gemdfS Satz 2.3.5 konstruierte dufere Majfs. Dieses dufere Maf$ wird
dufleres Lebesgue-Maf3 genannt. Eine Menge A C R™ heifit Lebesgue-messbar : <= A ist
wh -messbar. Die Einschrinkung pr : Ap(R™) — [0,400] von p} auf die o-Algebra ApL(R™) der
Lebesgue-messbaren Mengen heifit Lebesgue-Mafl auf R™.

Satz 2.3.21 (i) Das Lebesgue-Maf uy, : A (R™) — [0, +00] ist ein vollstindiges Map.
(ii) @™ C AL(R™) und pp(A) = vol(A) fir alle A € Q™.

(iii) B(R™) C AL(R™), d.h. jede Borel-Menge in R™ ist Lebesgue-messbar.

(iv) Ist A e AL (R™) und v € R™, so ist auch A+ v € AL(R™) und pr(A+v) = pr(A).

Beweis. (i) Die Aussage ist ein Spezialfall von Folgerung 2.3.12.
(ii) Die Behauptung folgt aus Lemma 2.3.9, (2.3.5) und (2.3.11).

(iii) Sei O(R™) das System der offenen Teilmengen R™. Jede Menge U € O(R™) ist abzédhlbare
Vereinigung von n-dimensionalen halboffenen Quadern. Da Q" C AL (R™) und da AL(R™) eine
o-Algebra ist, folgt O(R™) C A (R™) und weiter B(R™) = A, (O(R™)) C AL (R").

(iv) Nach Satz 2.3.19(ii) und der Konstruktion von uj gilt pf (B +v) = pj (B) fiir alle B C R"

und v € R™. Dies liefert die Behauptung. O

Satz 2.3.22 (i) Zu jedem A € AL(R™) und zu jedem € > 0 gibt es eine offene Menge U C R™
mit ACU und pr(U\ A) <e.

(ii) Zu jedem A € Ap(R™) und zu jedem € > 0 gibt es eine abgeschlossene Menge C C R™ mit
CCAundpL(A\C) <e.
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Beweis. (i) Sei A € AL(R™) und sei ¢ > 0. Wir setzen zunéichst voraus, dass A beschréankt ist
und somit ur(A) < +oo gilt. Dann existieren Quader Q1,Qs2,... € Q™ mit A C |J Q; und

i=1
> vol(Q;) < pr(A)+e/2. Zu jedem Quader @; wihlen wir einen Quader Q; € Q™ und eine offene

Menge V; C R™ derart, dass Q; C V; C Q) und vol(Q}) < vol(Q;) + 2~ (e, Fiir die offene Menge
= J V; gilt dann A C U und

i=1

pL(U) <3 pp(Vi) < D vol(@)) < Y- vol(Qu) + 5 < pu(A) + <,

i=1 i=1 i=1
woraus pr,(U\ A) = pr(U) — ur(A) < € folgt.

Sei jetzt A beliebig. Wir wihlen beschrinkte Mengen Ap, As, ... € A (R™) mit |J 4; = A. Nach
i=1
dem, was wir bereits gezeigt haben, gibt es offene Mengen U; mit A; C U; und ur (U; \ A;) < 27 %.

o0
Setzen wir U := |J U;, so erhalten wir A C U und

i=1

uL<U\A><uL<GU\A> i U\ A)

i=1

(ii) Sei wieder A € A (R™) und ¢ > 0. Nach (i) gibt es eine offene Menge U C R™ mit R*\ A CU
und pr (U \ (R™\ A)) < e. Wir setzen C := R™ \ U. Dann ist C' abgeschlossen und C C A. Da
ANC =A\R"\U) = ANU =U\ (R"\ A), gilt pr(A\C) = ur(U\ (R"\ 4)) <e. 0

Das oben beschriebene Prinzip wird auch zur Konstruktion anderer Mafle verwendet.

Beispiel 2.3.23 Sei f : R — R monoton wachsend und linksseitig stetig. Fiir [a,b] € Q' definieren
wir
_ [ IO = fla) fallsa<b
voly([a, b]) == { 0 onst

Analog zu den Beweisen von Satz 2.3.18 und Satz 2.3.19(iii) sieht man, dass es genau einen Inhalt
p: QS — [0, 400] mit pu(Q) = volp(Q) fiir alle Q € Q' gibt und dass dieser Inhalt ein o-Inhalt
ist. Das aus diesem p gemé&f den Sétzen 2.3.5 und 2.3.10 gebildete Maf heiit Lebesgue-Stieltjes-
Maf} zu f. O

2.4 Integration messbarer Funktionen

Im folgenden sei (X,.A,u) ein Maflraum, d.h. A ist eine o-Algebra iiber der Menge X und
A — [0, +00] ist ein Mafl. Statt “A-messbar” werden wir einfach “messbar” schreiben.

Definition 2.4.1 (i) FEine Funktion f : X — R heifst einfach : <= Sie ist messbar und nimmt
nur endlich viele Werte an.
(ii) Eine einfache Funktion f : X — R heift integrierbar : <= p (f~'(R\ {0})) < +oc. Es
wird dann
[ran= [ 1@dute) = 3 reu(r @)

ref(X)

gesetzt.
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Bemerkung 2.4.2 (i) Ist f : X — R einfach, so ist

F= 3 roxam mit A= ({r}) € A

ref(X)

Ist umgekehrt
f:ZCiXAi mit c¢p,...,ce ERund Aq,...,Ar € A, (2.4.1)

so ist f nach Lemma 2.1.20 und Satz 2.1.21 messbar und f(X) ist endlich. Folglich ist eine
Funktion f : X — R genau dann einfach, wenn (2.4.1) gilt. Ferner ist eine Funktion der
Gestalt (2.4.1) genau dann integrierbar, wenn u(A;) < +oo fir ¢; # 0.

(ii) Bei der Definition von [ f d fiir eine integrierbare einfache Funktion f wird die Vereinbarung
0 - (+00) = 0 benutzt. Es gilt also

[ ran= () -

TGJ‘(X \{0}

Manchmal ist es zweckméfig, dies als formal unendliche Summe zu schreiben, ndmlich

/fdu Sorep () -

O

Satz 2.4.3 Sind f,g : X — R einfache Funktionen und ist A € R, so sind die Funktionen f + g,
Af und | f] ebenfalls einfach.

Beweis. Dies erhilt man aus der Charakterisierung einfacher Funktionen durch (2.4.1). O

Satz 2.4.4 Seien f,g: X — R integrierbare einfache Funktionen und sei A\ € R. Dann gilt:

(i) f+ g ist integrierbar und

/(f+9)du=/fdu+/gdu-
/)\fdu:)\/fdu.
‘/fdu‘S/Ifldu-

(iv) Gilt g(z) < f(x) fir alle x € X, so ist

Joaus [ran.

(ii) \f ist integrierbar und

(iii) |f| ist integrierbar und
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Beweis. (i) Ist f(z) + g(x) # 0, so ist f(x) # 0 oder g(z) # 0. Das impliziert
(f +9) 7 R\{0}) € FTH R\ {0} Ug™ (R\{0}),
p((fF+9) T RANA{0D) < p (FTHRNA{0}) + 1 (97 (RN {0})) < +o0

folgt. Damit ist gezeigt, dass f + g integrierbar ist. Weiter schlieflen wir

/(f +9)du
=> ru((f+9)7"(r})
reER
=Y ren <U (' {sHng™ ({r— S]’)))
reR seR
=> > p(f {sHng ({r—s})
reR seR
=3 D> s+ —u(f{sHng ({r—s})
rER s€R
=3 > s HsHng  {r =) DD r=ou (T {sHng H({r —s})
r€R seR r€R s€R
=3 D s UsHng  {r=sh) DDt (f ({r =t ng T ({t))
reR seR reR teR
=Y sy n(FMEsHng M {r—sh) + >t (T {r—thng ' ({t})
seR reR teR reR
ZS~M< {shnlJg Ts})> +Zt'u< {HnlJ s idr—1h) )
seR reR teR reR
=D son(fHUsH) + Yot u(g (1))
seR teR
:/fdu+/gdu.
(i) Ubung.
(i) Wegen |f(z)| =0 <= f(z) =0 ist
[FITHRNA{0}) = FHR N\ {0}) -
Folglich ist mit f auch |f]| integrierbar. Aulerdem haben wir
J1a] =[S n @) £ S w7 )
reR reR
= Sl [ (D) + e ()] = e (7 ) = [ 161
r>0 r>0

(iv) Nach (i) und (ii) ist f — ¢ integrierbar und

/(f—g)du=/fdu—/gdu-

Gilt g(z) < f(x), d.h. (f —g)(z) > 0 fir alle z € X, so ist nach Definition 2.4.1(ii)

/(f*g)duzﬂ.

Das liefert die Behauptung.
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Bemerkung 2.4.5 Ist f : X — R eine integrierbare einfache Funktion mit der Darstellung (2.4.1),

so gilt nach Satz 2.4.4
k
/fd,u: Zci (A .
i=1
O

Bevor wir zur Definition des Integrals von beliebigen messbaren Funktionen kommen, beweisen wir
die folgenden beiden Lemmas.

Lemma 2.4.6 Seien g; : X — R, i € N, integrierbare einfache Funktionen mit
0<gi(z) <galx) <+ fiiralle z€X. (2.4.2)

Ist f: X — R eine integrierbare einfache Funktion und gilt

0 < f(z) < lim gi(x) firale z€ X, (2.4.3)
so gilt auch
/fdu < lim /gi du . (2.4.4)

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall, dass f = cya fiir eine reelle Zahl ¢ > 0 und ein A € A.
Ist ¢ =0, so ist (2.4.4) trivialerweise erfiillt. Sei also ¢ > 0. Wir fixieren ein a € ]0, ¢[ und setzen

A ={r € X :gi(x) >a} =g; " (Ja,+oo]) € A.

Wegen (2.4.2) gilt

A C Ay Ceee (2.4.5)

Auflerdem ist -
Ac| A (2.4.6)

=1

Ist ndmlich = € A, so gilt nach (2.4.3)

woraus g;,(x) > a, d.h. z € A;, fiir ein iy € N folgt. Aus (2.4.5) und (2.4.6) erhalten wir unter
Benutzung von Satz 2.2.2

11— 00

n(A) < p (U A¢> = lim p(4;) . (2.4.7)
=1

Auflerdem haben wir
9i(x) > axa,(z) (2.4.8)

fiir alle z € X und ¢ € N. Ist ndmlich 2 € A;, so gilt (2.4.8) nach Konstruktion von A;. Ist hingegen
x & Aj, so ist (2.4.8) eine Konsequenz von (2.4.2). Aus (2.4.8) schlieflen wir mittels Satz 2.4.4

/gi dp > a/XAi dp = ap(4;) ,
was zusammen mit (2.4.7)

lim [ g;dp > a lim p(A;) > ap(A) ,

11— 00
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also
lim [ g;dp > E/fdﬂ
1—00 c
liefert. Da die letzte Ungleichung fiir jedes a € |0, ¢[ gilt, folgt (2.4.4).

Sei jetzt f eine beliebige integrierbare einfache Funktion auf X mit (2.4.3). Seien ¢q,...,c die
Werte von f und sei B; := f~'({¢;}) € Afiir j = 1,... k. Wegen (2.4.3) gilt

¢jxp; (z) = f(x)xs,(x) < lim g;(x)x, (x)
fir alle x € X und j = 1,..., k. Da auch g;xp, integrierbare einfache Funktionen sind und
0 < g1(x)xp,(7) < ga(x)xB, (2) < -
fir alle z € X und j = 1, ..., k gilt, folgt nach den Uberlegungen oben
/chBj du < ilirgo/giXBid'u fir j=1,...,k.

Hieraus leiten wir mit Satz 2.4.4 und
Kk
ZXB],(x) =1 firale ze€X
j=1
schlie3lich

k k k
/fdu = /chXBj dp = Z/chBj du < Zilinolo/giXBj du
j=1 j=1 j=1

k
= lim gi;xm dp = iglgo/gi du
j:
ab. O

Bemerkung 2.4.7 Sind die Funktionen g;, 4 € N, wie in Lemma 2.4.6, so sind die Folgen (g;(z)),cy
und ([ f; du)i ¢y aufgrund von (2.4.2) und Satz 2.4.4(iv) monoton wachsend und folglich existieren

die Grenzwerte lim g;(z) und lim [ g;dp in R. O
Lemma 2.4.8 Seien (f;);cy und (9:);cy Folgen integrierbarer einfacher Funktionen auf X mit
0< file) < folw)<-+-, 0<gi(z) <ge(x) <+ und  lim fi(z) = lim g;(z)
11— 00 11— 00
fiir alle x € X. Dann gilt
lim [ f;dp = lim /gi du .
Beweis. Fiir beliebiges 7o € N und alle x € X gilt
0 < fio(x) < lim fi(x) = lim g;(z) .
Nach Lemma 2.4.6 folgt

/fio dp < lim /gi dp  fir alle ig € N

und weiter
lim [ fidp < lim /gi du .
71— 00

i—00
Analog erhalten wir

lim [ g;dp < lim /fl dp

1—00

und das Lemma ist bewiesen. O

43



Definition 2.4.9 (i) Eine nichtnegative Funktion f : X — R heifit integrierbar : < FEs
existiert eine Folge (f;);cy von integrierbaren einfachen Funktionen f; : X — R mit folgenden
FEigenschaften.

(a) Fir allex € X gilt 0 < f1(z) < fo(z) < -+ und f(x) = .li)m fi(z).
(b) lm [ f;du < oo.
In diesem Fuall sei
[ an= [ f@ )= in [ fan. (2.4.9)

Andernfalls setzen wir

[ an= [ 1@ dnta) =400

(i) Sei f : X — R eine beliebige Funktion. Ist wenigstens eine der nichtnegativen Funktionen
[t i=max{0, f} und f~ := max{0,—f} integrierbar, so sei

[tan= [ s@an = [ an- [ 1 au.

f heifit integrierbar : <= ft und f~ sind integrierbar.
Bemerkung 2.4.10 (i) Dass das Integral [ fdp fiir eine integrierbare nichtnegative f durch
(2.4.9) korrekt definiert ist, ergibt sich aus Lemma 2.4.8.

(i) Ist f: X — R integrierbar, so ist f nach den Sitzen 2.1.21 und 2.1.22 auch messbar. U

Zur Vereinfachung fiihren wir jetzt folgende Bezeichnung ein. Fiir Funktionen f; : X — R, i €N,
und f: X — R schreiben wir f; 7 f, falls

filx) < falx) < -+ und  f(z) = lim fi(x) firalle ze€ X .

Im Zusammenhang mit Definition 2.4.9 stellt sich die Frage, ob und wie man zu einer gegebenen
nichtnegativen messbaren Funktion f eine Folge (f;) von nichtnegativen einfachen Funktionen mit
fi /" f konstruieren kann. Das nichste Lemma und dessen Beweis geben eine Antwort auf diese
Frage.

Lemma 2.4.11 Sei f : X — R eine nichtnegative und messbare Funktion. Dann existiert eine
Folge (f;) von nichtnegativen einfachen Funktionen auf X mit f; / f.

Beweis. Bezeichne GT(t) den ganzen Teil von ¢t € R, also GT(t) := max{k € Z : k < t}. Wir
definieren f; : X — R fiir 4 € N durch

fi(z) == %GT (2'min {2°, f(2)}) .

Dann ist
file) =2" fir f(z)>2' (2.4.10)

und

k. k k+1
fi(x):g fiir gﬁf(l")< 9

Die Funktionen f; sind somit nichtnegativ und einfach. Auflerdem erhélt man aus

und £ =0,1,...,4"—1. (2.4.11)

%GT(%) > GT(t) fiir jedes t € [0,+o0],
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dass

1

571 GT (27" min {2"*", f(2)}) > %GT (2°min {2, f(z)})

%

%GT (2i min {2°, f(2)}) ,

d.h.
fir1(z) = fi(z)
fiir alle z € X. Es gilt auch
f(z) = lim fi(z) (2.4.12)

fiir alle € X. Dies siecht man folgendermaflen ein. Ist f(x) = 400, so ist aufgrund von (2.4.10)
filz) =2° fiiralle i€N.

Ist f(x) < +o00, so existiert ein ip € N mit f(z) < 2%. Nach (2.4.11) haben wir dann

1
£(@) ~ F@) = 1) ~ o) < o firalle i > iy
In beiden Fillen folgt (2.4.12) und das Lemma ist bewiesen. O

Als néchstes wollen wir zeigen, dass man die Folge (f;) aus Lemma 2.4.11 unter einer zusitzlichen
Voraussetzung an das Mafl u so wéhlen kann, dass alle f; integrierbar sind.

Definition 2.4.12 Fin Maff pn : A — [0,+00] auf einer o-Algebra A iber X heifit o-endlich
: <= Fs existiert eine aufsteigende Folge von Mengen Ay C Ay C -+ in A mit |J A; = X und
i=1

K3

w(A;) < +oo fir alle i € N.

Beispiel 2.4.13 (i) Das Lebesgue-MaB py : AL(R™) — [0,+00] ist o-endlich. Setzt man
ndmlich A; := [—4,i[" fiir i« € N, so besitzt die Folge (4;) die in Definition 2.4.12 gefor-
derten Eigenschaften.

(ii) Das Zahlma$ (vgl. Bsp.2.2.5(i)) ist o-endlich, falls die Grundmenge X hochstens abzéhlbar
ist.

(iii) Jedes endliche MaB, also jedes Ma8l p : A — [0, +o00] mit u(A) < 4oo fiir alle A € A ist
trivialerweise o-endlich. Insbesondere ist jedes Dirac-Mafl (vgl. Bsp.2.2.5(ii)) o-endlich. O

Lemma 2.4.14 Sei f : X — R eine nichtnegative messbare Funktion und sei p o-endlich. Dann
gibt es eine Folge (f;) von nichinegativen integrierbaren einfachen Funktionen auf X mit f; /' f.

Beweis. Nach Lemma 2.4.11 existieren nichtnegative einfache Funktionen ﬁ : X —» R, i €N, mit
fi /" f. Da u o-endlich ist, gibt es Mengen A1, As,... € A mit

Ay CAyCe md (JA4=X (2.4.13)
i=1
sowie pu(A;) < +oo fiir alle i € N. Wir definieren f; := ya,f;. Da f; *(R\ {0}) C A; und somit
p(fRAA0})) < p(Ai) < +oo,
sind die nichtnegativen einfachen Funktionen f; integrierbar. Aus f; /' f und (2.4.13) erhilt man
i /I O
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Beispiel 2.4.15 (i) Sei X = N, sei A = P(N) und sei pp : A — [0,400] das ZéhlmaB (vgl.
Bsp.2.2.5(i)). Eine Funktion g : N — R ist genau dann einfach und integrierbar, wenn sie nur
an endlich vielen Stellen ji, ..., j, € N verschieden von Null ist. Es ist dann

9= Zg(jk)X{m}
k=1

und folglich

m

/ gdu=" U} =3 ai)
k=1

k=1

Sei f : N — R nichtnegativ. Ist f(jo) = +oo fiir ein jo € N und ist (f;) eine Folge nichtnega-
tiver integrierbarer einfacher Funktionen auf N mit f; " f, so gilt

/fi dp > fi(jo) firalle i€N
und somit
lim [ fidp = im filGo) = fio) = +oo.
71— 00 71— 00
Also ist in diesem Fall f nicht integrierbar.

Jetzt nehmen wir an, dass f(j) < 4oo fiir alle j € N. Wir definieren nichtnegative integrier-
bare einfache Funktionen f; : N — R, i € N, durch

£:0)) :_{ JG) fir j<i

0 fir j>i

Dann gilt f;  f und
lim [ fidp = lim Y f(5) =) f() -
j=1 i=1

Also ist eine nichtnegative Funktion f : N — R genau dann integrierbar, wenn die Reihe

> f(4) in R konvergiert, und in diesem Fall gilt
j=1

/fduif(j)-

(ii) Sei X eine beliebige nichtleere Menge und sei ¢ € X. Eine Funktion f : X — R ist genau dann
beziiglich des Dirac-Mafles e (vgl. Bsp.2.2.5(ii)) integrierbar, wenn f(zo) € R. In diesem
Fall ist

/fd/%:f(xo)-
O

Im folgenden werden wir einfache Eigenschaften integrierbarer Funktionen beweisen. Wir beginnen
mit

Lemma 2.4.16 Seien f,g : X — R nichtnegativ und integrierbar. Dann ist auch f+ g integrierbar

und es gilt
/(f+g)du:/fdu+/gdu~
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Beweis. Die Behauptung folgt aus den Sétzen 2.4.3 und 2.4.4 und Definition 2.4.9(i). O

Satz 2.4.17 Sei f: X — R integrierbar und sei A € R. Dann gilt:

‘/fdu‘é/lfldu-
/)\fdu:/\/fdu.

Beweis. (i) Dass f integrierbar ist, bedeutet nach Definition 2.4.9(ii), dass die nichtnegativen Funk-
tionen fT und f~ integrierbar sind. Nach Lemma 2.4.16 ist dann auch |f| = f* + f~ integrierbar

" /|f|dM=/f+dM+/f_dM2 ‘/f*du—/f‘dﬂ‘=‘/fdu‘ :

(ii) Ubung. O

(i) |f] ist integrierbar und

(ii) Af ist integrierbar und

Lemma 2.4.18 Seien f,g: X — R messbar und gelte
0<g(x) < f(z) firale zeX. (2.4.14)

Ist f integrierbar, so sind auch g und f — g integrierbar und es gilt

/(f—g)du=/fdu—/gdu-

Beweis. Nach (2.4.14) sind die Funktionen f und g nichtnegativ. Sei f integrierbar und sei (f;) eine
Folge nichtnegativer integrierbarer einfacher Funktionen mit f; / f. Desweiteren sei (g;) eine Folge
nichtnegativer einfacher Funktionen mit g; /" g (vgl. Lemma 2.4.11). Wir definieren g; : X — R fiir
i € N durch g;(z) := min{f;(x), §;(x)}. Dann sind auch alle g; nichtnegative einfache Funktionen.
AuBlerdem leitet man aus (2.4.14), f; /" f und §; /" g ab, dass g; /" g. Da

gi(z) < fi(x) firalle zeX (2.4.15)
und somit g; *(R\ {0}) C ;" *(R\ {0}) und da die Funktionen f; integrierbar sind, ist
por {®N\A{0D) < u(f7HR\{0})) < +oo.
Also sind alle g; integrierbar. Aus (2.4.15) folgt nun mit Satz 2.4.4(iv)

/gidug/fid,u fir alle ‘€N,
was
Jim giduéilinolo/fidu=/fdu< +00
impliziert. Folglich ist g integrierbar. Da mit (2.4.14) auch
0< f(z) —g(z) < f(z) firalle ze€ X

gilt, ergibt sich analog, dass f — g integrierbar ist. Wir wenden jetzt Lemma 2.4.16 auf f — ¢ und
g an und erhalten

/fdu=/((f—g)+g)duz/(f—g)dwr/gdu,
/fdu—/gdu=/(f—g)du-
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Folgerung 2.4.19 Sind f,g: X — R integrierbar und gilt

g(z) < f(z) firalle ze€ X, (2.4.16)
/gdu < /fdu~

0<gt(@)<fT(z) und 0< f (z)<g () firalle z€ X .

so st

Beweis. Gilt (2.4.16), so gilt auch

Dies impliziert nach Lemma 2.4.18

und
OS/(g —f )du:/g’duf/f dp
also
/g+d,u</f+du und /f du</g dup
Es folgt

0

Folgerung 2.4.20 Sei g : X — R messbar. Ezistiert eine integrierbare Funktion f: X — R mit
lg(z)] < f(x) firalle z€ X, (2.4.17)

so ist g integrierbar.

Beweis. Da mit (2.4.17) auch
gt (z) < f(x) und ¢ (x) < f(z) firalle € X

gilt, folgt die Behauptung aus Lemma 2.4.18 und Definition 2.4.9(ii). g

Lemma 2.4.21 Fir jede integrierbare Funktion f : X — R gilt:

(i) Ist A€ A, soist xaf integrierbar.
(ii) Sind A1, Ay € A und gilt Ay N A =0, so ist

[xawndan= [xasans [t dn. (2.4.18)

Beweis. Ubung. d

Definition 2.4.22 Ist f : X — R integrierbar und A € A, so sei
[ rans= [xaran.
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Bemerkung 2.4.23 Mit Definition 2.4.22 erhilt (2.4.18) die Gestalt

/jéhuA?fdu:/Alfdwr/&fdu.

Satz 2.4.24 Seien f,g: X — R integrierbar. Ist f + g definiert, so ist auch f + g integrierbar und

/(f+9)dM=/fdu+/gdu. (2.4.19)

O

Beweis. Sei f + g definiert, d.h. f~1({+oc})Ng= 1 ({—00}) =0 und f~1({—o00})Ng~t({+o0}) = 0.
Da f und g integrierbar sind, sind nach Satz 2.4.17(i) auch |f| und |g| integrierbar, was mit
Lemma 2.4.16 die Integrierbarkeit von |f| 4 |g| liefert. Hieraus und aus |f + g| < |f| + |g| erhalten
wir mit Folgerung 2.4.20, dass f + g integrierbar ist.

Zum Beweis von (2.4.19) nehmen wir zunéchst g > 0 an und setzen

Ay i={z e X: f(z) >0},
As i ={z e X : f(z) <0und f(z)+ g(z) >0},
Az :={zx e X : f(z)+g(z) <0}.

Da f und g messbar sind, sind Aj, As, Az € A. AuBlerdem gilt
ANA; =0 fir i#j (2.4.20)

und

AjUA,UAs =X . (2.4.21)

Nach Lemma 2.4.21(i) sind die Funktionen x4, f und x4, ¢ integrierbar. Da x 4, f und x4, g nicht-
negativ sind, gilt nach Lemma 2.4.16

/XA1(f+g) dp = /(XA1f+XA19) dp = /XA1fd//f+/XA1gd/~L~ (2.4.22)

Ist z € Ay, s0ist 0 < —f(x) < g(x). Somit gilt 0 < —x 4, f < x4,9, woraus mit Satz 2.4.17(ii) und
Lemma 2.4.18

/ Xa,(f +9)dpp = / (Xa:9 = (=xa,)) dpt
:/X“gd“_/(_x"‘zf) d“:/XAzfdM+/XAzgdu (2.4.23)

folgt. Ist € As, so haben wir 0 < g(z) < —f(z). Folglich gilt 0 < xa,9 < —xa,f. Hieraus
schlieflen wir wie oben, dass

/XA3(f +g)du = _/(_XAaf —X4;9) du

=— (/(_XAgf)dﬂ_/XAgng> = /XAgfdﬂ"‘/XAgng- (2.4.24)

Aus (2.4.20)-(2.4.24) folgt mit Lemma 2.4.21(ii)

3
/(erg)du:Z/XAi(erg)du

</XAifdM+/XAi9dM) :/fdu-i-/gdu.
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Da f bei den eben angestellten Betrachtungen eine beliebige integrierbare Funktion ist, erhalten
wir auch

/U—gmM:—/«¢+mm¢=—(/«ﬁdu+/ww)=/}du—/g¢L

Ist nun ¢ : X — R eine beliebige integrierbare Funktion, so schlieBen wir
/(f+9)du=/(f+g+ —g )du= /(f+g+)du—/g‘du

:/fdu+/g+du—/g‘du=/fdu+/gdu-

O

Definition 2.4.25 Man sagt, dass eine von x € X abhingige Aussage E(x) fast tiberall oder
fitir fast alle x (beziiglich p) gilt : <=

{r € X : E(z) ist falsch} € A und p({z € X : E(z) ist falsch}) =0 .
Satz 2.4.26 Sei f : X — R integrierbar. Dann gilt:
(i) f ist fast diberall endlich, d.h. u({x € X : |f(x)] = +o0}) = 0.

(ii) Ist f >0 und [ fdpu =0, so ist f fast diberall 0, d.h. p({z € X : f(z) #0}) =0.

Beweis. (i) Wir setzen A* :={z € X : f(z) = +oo} und A~ :={z € X : f(z) = —oo}. Fiir jedes
k € N gilt dann kx 4+ < fT, was mittels Folgerung 2.4.19

ku(AT) :/kaduS/f*dﬂ,

d.h. .
pat) < [ 1t

liefert. Da [ f+ dpu < 400, folgt 1 (AT) = 0. Analog verifiziert man p (A~) = 0. Insgesamt erhalten
wir

p{z e X |f(z)] = +oo}) =p (AT UAT) =p(AF) +p (A7) =0,

(ii) Ubung. O

Definition 2.4.27 Wir nennen zwei messbare Funktionen f,g: X — R dquivalent (in Zeichen:
fr~g):< f und g sind fast iberall gleich, d.h. p({x € X : f(x) # g(x)}) = 0.

Satz 2.4.28 Seien f,g : X — R dquivalente messbare Funktionen und sei f integrierbar. Dann
ist auch g integrierbar und
/ fdp = / gdp .

Beweis. Seien zunichst f und ¢ nichtnegativ. Da f integrierbar ist, existiert eine Folge (f;) von
nichtnegativen integrierbaren einfachen Funktionen mit f; 7 f. Sei A :== {z € X : g(z) > f(x)}.
Wegen f~gund AC{ze€ X : f(z) # g(z)} ist

w(A)=0. (2.4.25)
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Wir definieren f: X — Rund f; : X —» R, i € N, durch
f(z)::{f(x) fir zeX\A und fz(x):{flgx) fir zeX\A4

+oo fir z€ A fir z€A

Dann sind alle f; nichtnegative integrierbare einfache Funktionen und es gilt f; / f. Aus

= TP\ A fir r#d
({r}) = { FT{rhHuA fir r=i

und (2.4.25) leiten wir

/fzdu S oren (7))

=i [ (f ({'}))+M(A\f-’1 {ih)]
oy H{rHNA) + (£ {0 A))]
rer\{i}

=i-p(f{EHUA) + D rep (7 \ 4)
reR\{i}
=S ren(F7)

reR

=/fidu

lim ﬁdﬂ:'lim/fidu:/fd,u.

Folglich ist f integrierbar und [ fdu = [ fdu. Da 0 < g < f, erhalten wir mittels Lemma 2.4.18,
dass g integrierbar ist. Aulerdem gilt nach Folgerung 2.4.19

/gduﬁ/fd/J:/fdu-
/fduﬁ/gdu

schliefen. Damit ist die Behauptung fiir nichtnegative f und g gezeigt.

ab. Dies liefert

Analog kann man

Seien nun f und g beliebig. Aus f ~ g folgt f* ~ g7 und f~ ~ ¢g—. Wir wenden die obige
Betrachtung auf f* und g™ und auf f~ und ¢~ an und erhalten die Behauptung. O

Bemerkung 2.4.29 Seien f,g: X — R integrierbar. Dann ist f + g i.allg. nicht definiert. Nach
Satz 2.4.26(i) und Satz 2.4.28 existieren aber integrierbare Funktionen f,: X > Rmit f ~ f
und § ~ ¢. Da f und § nur endliche Werte annehmen, ist f + § definiert. Nach den Siitzen 2.4.24
und 2.4.28 haben wir auflerdem

/(f+§)d,u:/fdMJr/Qd,u:/fdqu/gd,u.

2.5 Vergleich von Riemann- und Lebesgue-Integration

Sei (X, A, 1) ein Mafiraum. Ist A € A nichtleer, so sei A4 :={B € A: BC A} und p? := ’“"AA'
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Lemma 2.5.1 Fiir jede nichtleere Menge A € A gilt:
(1) (A, AA,/LA) ist ein MafSraum.

(i) Bine Funktion f : A — R ist genau dann beziiglich u* integrierbar, wenn die Funktion

. — s fl@) fir z€A
frX =R, f(x)—{ 0 fir TeX\A 7’

beziiglich p integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

[ rant= [ Fau.

(iii) Ist f : A — R beziglich u integrierbar, so ist fiir jede nichtleere Menge B € A# die
FEinschrinkung f ’ B von [ auf B beziiglich uB integrierbar und

/f\Bdu=/deuA-

Beweis. Ubung. O

Definition 2.5.2 Wir nennen p : A4 — [0, +00] das von u induzierte MaB auf A.

Fiir A€ Aund f: A — R setzen wir
/fdu :=/fd/f‘7
A
falls der Ausdruck auf der rechten Seite definiert ist.

Definition 2.5.3 Sei A C R" Lebesque-messbar. Eine Funktion f : A — R heifit Lebesgue-
integrierbar : <= f ist beziiglich des vom Lebesque-Maf$ py induzierten Mafles uf integrierbar.

Der einzige Satz in diesem Abschnitt ist

Satz 2.5.4 Sei I C R ein kompaktes Intervall und sei f : I — R Riemann-integrierbar. Dann ist

f auch Lebesgue-integrierbar und
[ r@ras= [ sau.
I I

Beweis. Da mit f auch |f| und somit auch

1 _ 1
pr=3Uf14 ) wd f =501 )

Riemann-integrierbar sind, konnen wir nach Definition 2.4.9(ii) 0.B.d.A. annehmen, dass f nicht-
negativ ist. Sei (Z;);cy eine Folge von Zerlegungen von I = [a, b] mit

/If(x)dx = lim S(f, Zi)

71— 00
und sei Zz = {ti70,t,',717 . 7ti,k(i)}7 wobei
a:ti’o <t1'71 < ve <ti,k(i) =b.

Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen:
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(1) Fiir jedes i € N ist Z; 11 eine Verfeinerung von Z;.

(2) lim max (tig —tig—1) =0.

Wir definieren f; : I — R durch
fi(z) ==1nf f([t;1—1,t;y]) fir z € [ti—1,tiy[undl=1,... k() —1

und
fi(z) ==1inf f([tixe)—1 tin]) fir @ € [t pay—15tine] -

Dann sind f;, ¢ € N, nichtnegative Lebesgue-integrierbare einfache Funktionen und
[ fidu=5(1.2) .
I

Wegen (1) gilt auBBerdem
filz) < fa(x) <--- firalle z€l.

Folglich ist die Funktion f: I — R, f(z):= lim f;(z), Lebesgue-integrierbar und

/waan/LMthmSﬁ /f

Sei A :={x € I: f ist stetig in x}. Nach dem Lebesgueschen Integrierbarkeitskriterium ist I\ A
eine Lebesguesche Nullmenge, d.h. T\ A € A (R) und ur(I\ A) = 0. Ferner gilt wegen (2)

f(x)=f(z) firale z€A.

Da f messbar und pp, vollstédndig ist, ist dann auch f messbar. Desweiteren sind die Funktionen
f und f beziiglich py duivalent. Mittels Satz 2.4.28 erhalten wir, dass f Lebesgue-integrierbar ist

und
/IfdMLZ/IfdMLZ/If(m)dx

Bemerkung 2.5.5 (i) Die Umkehrung von Satz 2.5.4 gilt nicht, d.h. nicht jede beschrinkte
und Lebesgue-integrierbare Funktion f : I — R ist Riemann-integrierbar. Man betrachte
z.B. die Dirichlet-Funktion

O

| {1 fir z€[0,1]NQ
f:00,1] =R, f($)~—{o fir 2 €[0,1]\Q

Diese Funktion ist iiberall unstetig und somit nach dem Lebesgueschen Integrierbarkeits-
kriterium nicht Riemann-integrierbar. Andererseits gilt f = x|o,1jn@ und folglich ist f eine
Lebesgue-integrierbare einfache Funktion.

(ii) Es gibt Funktionen f : R — R, die uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-
integrierbar sind. Das ist z.B. fiir

_ sin(x)
fla) =2
der Fall.
(iii) Satz 2.5.4 gilt in analoger Form fiir Funktionen mehrerer reeller Verénderlicher. 0
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2.6 Konvergenzsitze

Sei (X, A, ) wieder ein fixierter Mafiraum. In diesem Abschnitt behandeln wir folgende Frage.
Unter welchen Bedingungen ist der Grenzwert f einer Folge (f;);cy von integrierbaren Funktionen
auf X integrierbar und wann stimmt [ fdg mit dem Grenzwert lim [ f; du iiberein.

Wir beginnen mit

Satz 2.6.1 (B. Levi) Secien f; : X — R, i € N, integrierbare Funktionen mit
fi(x) < fo(x) < -+ firale xz€X (2.6.1)

und sei f : X — R durch f(x) := lim f;(x) gegeben. Dann gilt:
11— 00
(i) f ist genau dann integrierbar, wenn

lim [ fidp < +o00. (2.6.2)

11— 00

(ii) Ist f integrierbar, so gilt
/fd,u = lim /fl du . (2.6.3)

Beweis. Indem wir gegebenenfalls anstelle der Funktionen f; die Funktionen f; — f; betrachten,
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle f; nichtnegativ sind. Seien f;; : X — R, 4,7 € N,
integrierbare einfache Funktionen mit

0< fialz) < fialz) <--- und jlgglo fij(x) = fi(x)
fiir alle x € X. Wir definieren g; : X — R, j € N, durch
9;(x) := max{f1 ;(z), f2,;(x), ..., f;;(2)} .
Dann sind alle g; nichtnegative integrierbare einfache Funktionen und es gilt
g1(z) < gafx) < -+ . (2.6.4)
Aus g;(z) > fi j(x) fir 1 <i < j folgt

Jim g;(2) > lim fi;(2) = fi(x)

und weiter

Jim g;(e) > Jim fi(a) = f(a). (2:6.5)

Andererseits konnen wir aus f; j(z) < fi(z) fiir 4, j € N und (2.6.1) die Beziehung

max{ f1;(z),..., fj;(@)} <max{fi(x),..., f;(2)} = fi(z),

also
gi(z) < fi(x) (2.6.6)
ableiten, welche wiederum
lim g;(z) < lim f;(z) = f(z) (2.6.7)
j—00 j—o0

liefert. Aus (2.6.4), (2.6.5) und (2.6.7) folgt g; " f. AuBlerdem erhalten wir aus (2.6.6) mittels
Folgerung 2.4.19, dass

/gj dp < /fj dp fir alle jeN. (2.6.8)
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Gelte (2.6.2). Dann gilt nach (2.6.8) auch

lim /gj dp < 400 .
J—00

Dies und g;  f implizieren, dass f integrierbar ist. Jetzt nehmen wir an, dass f integrierbar ist.
Da fj(z) < f(z) fir alle j € N, haben wir dann

/fjd,ug/fdu fir alle j €N (2.6.9)

und folglich (2.6.2). Damit ist (i) bewiesen.

/fd,u: lim /gjdu.
j—oo

Mittels (2.6.8) und (2.6.9) schlieflen wir

[ran< tm [pan< [ran.

Also gilt (2.6.3), womit auch die Aussage (ii) bewiesen ist. O

Ist nun f integrierbar, so ist

Der letzte Satz wird auch als Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz zitiert. Das
folgende Beispiel zeigt, dass dieser Satz ohne die Voraussetzung (2.6.1) falsch ist.

Beispiel 2.6.2 Seien f; : R — R, ¢ € N, durch

i fir0<z<1/i

filw) = { 0 sonst

definiert. Die Funktionen f; sind offensichtlich Lebesgue-integrierbar und [ f; duz, = 1. Anderer-
seits gilt lim f;(z) = 0 fiir alle z € R. Folglich ist

/_lim fidpr # lim /fi dpr -

O

Folgerung 2.6.3 Seien f; : X — R, i € N, nichtnegative integrierbare Funktionen. Gilt

> [ fidu <40,

i=1
soist > f; : X — R integrierbar und

i=1
/ZfidN:Z/fidﬂ’

i=1 i=1

Beweis. Man wende Satz 2.6.1 auf die Folge der Partialsummen von »_ f; an. O

i=1

Folgerung 2.6.4 Scien f; : X — R, i € N, nichtnegative integrierbare Funktionen mit fi(x) >
fa(x) = -+ fir allex € X. Dann ist f: X — R, f(x):= lim f;(x), integrierbar und

/fdu:ihjgo/fidu. (2.6.10)
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Beweis. Die Funktion f ist als Grenzwert messbarer Funktionen messbar. Auerdem ist 0 < f(z) <
fi(x) fur alle € X. Folglich sind f und f; — f nach Lemma 2.4.18 integrierbar. Ferner haben wir
(fr—fi) ./ (f1 — f). Somit gilt nach Satz 2.6.1(i)

Jtr=nau=tim [(5i - fyan.
woraus durch Subtraktion von [ fi du die Gleichung (2.6.10) folgt. O

Satz 2.6.5 (Lemma von Fatou) Seien f; : X — R, i € N, nichtnegative integrierbare Funktio-
nen und existiere ein ¢ € R mit

/fi dpu <c firalle ieN. (2.6.11)

Dann ist die durch f(x) := liminf f;(x) definierte Funktion f : X — R integrierbar und

/fd/L < liminf/fi dp . (2.6.12)

Beweis. Wir definieren g; : X — R fiir j € N durch g;(x) := 11;1f fi(z). Dann sind nach Satz 2.1.23
i>j

alle g; messbar. AuBerdem gilt
0<gjx) < fi(z) fuir jeNundi>j. (2.6.13)

Mit Lemma 2.4.18 folgt, dass alle g; integrierbar sind. Aus (2.6.11) und (2.6.13) erhalten wir dann
mittels Folgerung 2.4.19

/gjdug/fidﬂgc fir jeNundi>j. (2.6.14)

Desweiteren gilt g1 (z) < ga(z) < --- und

i () = fin (inf i) ) = timint i) = ()
i>] i—00

Jj—oo Jj—o0

Mit Satz 2.6.1 folgt, dass f integrierbar ist und dass

/fd,u: lim /gjdu.
j—oo

Da wegen (2.6.14)

lim /gj dp < lim (inf/fi d,u) zliminf/fi du

J—00 j—00 ZZ] 71— 00
ist damit der Satz bewiesen. O
Bemerkung 2.6.6 Nach Beispiel 2.6.2 gilt in (2.6.12) i.allg. keine Gleichheit. O

Satz 2.6.7 (§atz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz) Seien f; : X — R, i € N,
und g : X — R integrierbar. Auflerdem gelte:

(a) Die Folge (f;) konvergiert punktweise gegen eine Funktion f: X — R.
(b) Fiir alle x € X st | fi(x)] < g(x).
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Dann ist f integrierbar und es gilt

lim /|f1 — fldu=0. (2.6.15)
Insbesondere ist
/fdu = lim /fZ de . (2.6.16)

Beweis. Die Funktion f ist nach Satz 2.1.22 messbar. Auflerdem gilt wegen (a) und (b)
[f(z)] < g(z) firalle z€X. (2.6.17)

Hieraus ergibt sich mit Folgerung 2.4.20, dass f integrierbar ist. Wir definieren h; : X — R fiir
i € N durch h;(x) := sup|f;(x) — f(x)|. Die Funktionen h; sind nichtnegativ und nach Satz 2.1.23
§>i

messbar. Desweiteren erhalten wir aus (b) und (2.6.17), dass h;(z) < 2g(z). Demzufolge sind alle
h; integrierbar. Da auerdem hq(z) > hao(z) > --+ und lim h;(x) = 0, gilt nach Folgerung 2.6.4
71— 00

lim [ h;dp =0,

11— 00

was wegen |f;(z) — f(z)| < h;(x) die Gleichung (2.6.15) impliziert. Die Gleichung (2.6.16) erhilt
man schliefllich aus (2.6.15) und

‘/fidu—/fdu’zl/(fi—f)du‘S/fi—fl dp .

Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz 2.6.7 ohne die Voraussetzung (b) falsch ist.

Beispiel 2.6.8 Seien f; : R — R, ¢ € N, durch

1 fiir |z <

fi(z){O fir || >4

definiert. Dann sind alle f; Lebesgue-integrierbar, aber die Grenzfunktion lim f; ist nicht Lebesgue-

11— 00

integrierbar, denn f; /' 1 und
lim /fi dpr, = 400 .

11— 00

Aus Satz 2.6.7 erhalten wir

Satz 2.6.9 Sei I C R ein offenes Intervall und habe f : R™ x I — R folgende Eigenschaften.

(a) Fir jedest € I ist die Funktion x € R" — f(z,t) € R Lebesgue-integrierbar.
(b) Fiir jedes © € R™ ist die Funktion t € I — f(x,t) € R differenzierbar.

(c) Es existiert eine Lebesque-integrierbare Funktion g : R™ — R mit

aaf(x,t)‘ <g(x) firale xzcR" undtel.
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Dann ist die Funktion h: I — R, h(t) := [ f(x,t)dur(z), differenzierbar und

dh, [Of )
E(t) = a(x,t) dpp(x)  firalle tel.

Beweis. Sei (s;) eine Folge in R\ {0} mit lim s; = 0. Wir miissen zeigen, dass

lim
1—00

/f(m,t%—s;). — f(z,1) duz () :/%(m,t)d/@(x)- (2.6.18)

Dazu fixieren wir ¢t € I und betrachten die durch

[z, t 4 5:) — f(x,t)

Si

of

vi(z) = und  @(z) := E(m,t)

definierten Funktionen ¢;,¢ : R® — R. Die ¢; bilden wegen (a) und (b) eine Folge Lebesgue-
integrierbarer Funktionen, die punktweise gegen ¢ konvergiert. Aulerdem kénnen wir aus (c) mit
Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung

lpi(z)| < g(x) firalle zeR"

ableiten. Nach Satz 2.6.7 folgt (2.6.18). O

Im Rest dieses Abschnitts soll noch auf verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Folgen messbarer
Funktionen eingegangen werden.

Definition 2.6.10 (i) Eine Folge von Funktionen f; : X — R konvergiert fast iiberall gegen
eine Funktion f : X — R (in Zeichen: ae-lim f; = f) : <= Es existiert eine Menge A € A
mit

u(A) =0 und lim fi(z) = f(zx) firale z€ X\ A.

(ii) Eine Folge von messbaren Funktionen f; : X — R konvergiert im Maf3 gegen eine messbare
Funktion f: X — R (in Zeichen: p-lim f; = f) : <= Fiir alle € > 0 ist

Jim pu({z € X : fi(@) > f(@) +e}U{z € X : fi(a) < fla) —e}) = 0. (2.6.19)

(iii) Eine Folge von integrierbaren Funktionen f; : X — R konvergiert in L, gegen eine inte-
grierbare Funktion f : X — R (in Zeichen: Ly-lim f; = f) : <

i [ 1f; = fldn=0.

Bemerkung 2.6.11 Sind die Funktionen f; und f derart, dass f;(z) — f(«) fiir jedes © € X und
jedes i € N definiert ist, so kann (2.6.19) als

lim p({z € X2 [fi(z) = fz)] 2 €}) =0

geschrieben werden. g

Bemerkung 2.6.12 Satz 2.6.7 bleibt richtig, wenn die Voraussetzung (a) durch ae-lim f; = f fiir
eine messbare Funktion f : X — R ersetzt wird. Genauso geniigt es bei Satz 2.6.1 vorauszusetzen,
dass f; /" f fast tiberall gilt und f messbar ist. O

Zwischen den in Definition 2.6.10 eingefiithrten Konvergenzbegriffen gelten folgende Beziehungen.
Fiir Beweise verweisen wir auf Halmos, Measure Theory.
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Satz 2.6.13 Fiir messbare Funktionen f;, f : X — R gilt:

(i) Ist u(X) < +oo und gilt ae-lim f; = f, so gilt auch p-lim f; = f.
(il) Gilt p-lim f; = f, so besitzt (f;) eine Teilfolge (f;,) mit ae-lim f;, = f. O

Satz 2.6.14 Sind f;, f : X — R integrierbar und gilt L1-lim f; = f, so gilt auch p-lim f; = f. O

Beispiel 2.6.15 Wir betrachten die Funktionen f; : R — R, f;(x) := |z|/i, ¢ € N. Dann sind alle
fi Lebesgue-messbar, d.h. Ar,(R)-messbar und es gilt lim f; = 0, also auch ae-lim f; = 0. Aber es
gilt nicht pr-lim f; = 0, denn fiir e > 0 und ¢ € N ist

pur{z eR:|zlfi>e}) =pr({x e R:|z| >ic}) =+

Folglich ist Satz 2.6.13(i) ohne die Voraussetzung u(X) < 400 falsch. O

Beispiel 2.6.16 Wir definieren folgendermaflen eine Folge von Lebesgue-messbaren Funktionen
fi:R =R Essei Ay :=[(—1)/k,l/k] fir k€ Nund [ =1,...,kund f1 := xa,,, f2 = X4s,>

I3 7= XAsas 1= Xas.s f5 = XAsas f6 7= XAss, f7:= Xa4,, ---- Dann gilt pp-lim f; = 0, denn
fiir € > 0 ist )

pr{z € Rixa,, (2) 2 e}) < pr(Arg) = -
Aber es gilt nicht ae-lim f; = 0, denn fiir jedes = € [0, 1] ist die Folge (f;(z)) divergent. Andererseits
bilden die Funktionen y 4, , eine Teilfolge (f;,) von (f;) mit ae-lim f;, = 0. O

Beispiel 2.6.17 Die Funktionen

i fir0<z<1/i
fo =R fi(x)::{() sonst /

)

sind Lebesgue-integrierbar. Auflerdem gilt py-lim f; = 0, denn fiir £ > 0 ist

pr(fe € B2 1fi(w)| 2 ) < e (10,1/i) = -

Da aber
/|fi\d,uL=i fiir alle i€ N,

gilt nicht L;i-lim f; = 0. Also ist die Umkehrung von Satz 2.6.14 falsch. U

Wie man aus dem néchsten Satz sieht, sind die Grenzwerte beziiglich der in Definition 2.6.10
eingefithrten Konvergenzbegriffe i.allg. nicht eindeutig.

Satz 2.6.18 Seien fi, f,g: X — R messbar.
(i) Gilt ae-lim f; = f, so gilt ae-lim f; = g genau dann, wenn f ~ g.
(ii) Gilt p-lim f; = f, so gilt py-lim f; = g genau dann, wenn f ~ g.

(iii) Sind die Funktionen f;, f und g integrierbar und gilt Li-lim f; = f, so gilt L;-lim f; = ¢
genau dann, wenn f ~ g.
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Beweis. (i) Dies ist offensichtlich.

(ii) Fiir messbare Funktionen hy,hy : X — R und ¢ > 0 sei

AT (hy,ha,e) i={x € X : hy(x) > ha(z) + ¢},
A7 (h1,he,e) :i={x € X : ha(z) < ho(z) — e} .

Es gilt
AT(f,g,6) C A (fi, f,e/2)UAT(fi,g,¢/2) fiiralle ¢>0undi€N. (2.6.20)

Ausz & A (fi, f,e/2)UAT(fi,9,€/2), d.h. fi(z) > f(x)—e/2und f;(x) < g(x)+¢e/2 folgt némlich
flx)—e/2 < g(x)+¢€/2,dh. x & AT(f,g,e). Genauso sieht man, dass

A (f,g,e) C AT (fi, f,e/2) UA (fi,g,€/2) fiiralle ¢>0undi€N. (2.6.21)
Gelte nun p-lim f; = f und p-lim f; = g. Wegen (2.6.20) und (2.6.21) ist dann
2 (A+(fag75)) < zliglo/”' (A_(fu f7 5/2)) + ZE{EQM (A+(fiaga‘€/2)) =

und

H (Ai(f,g,é:)) < )l)n;)ﬂ (A+(flaf7€/2)) +le>ngoli (Ai(flvgaE/Q)) =

fiir jedes € > 0. Da
{zeX: f(a) = (A9 /R VA (£,9.1/R)) .
k=1

folgt u({x € X : f(x) # g(x)}) = 0, d.h. f ~ g. Umgekehrt ist es einfach einzusehen, dass aus
p-lim f; = f und f ~ g die Beziehung p-lim f; = ¢ folgt.

(iii) Die Behauptung erhilt man aus Satz 2.4.26(ii) und Satz 2.4.28. O

2.7 Die L,-Ridume

Sei (X, A, u) wieder ein fixierter Mafiraum, sei p € [1, +oo[ und sei £,(X;R) = £,(X, A, u; R) die
Menge der messbaren Funktionen f : X — R, fiir die |f|P integrierbar ist. Ist f € [,p(X, R), so sei

1/p
£l = ( / Ifl”du) .

Zunichst beweisen wir zwei fundamentale Ungleichungen.

Satz 2.7.1 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q € |1,4+o00[ mit 1/p+ 1/q = 1 und sei f €
L,(X;R) und g € Ly(X;R). Dann ist f - g € L1(X;R) und

1 - gl <11 fllp l9llq - (2.7.1)

Bevor wir diesen Satz beweisen, erinnern wir an folgendes Resultat.

Lemma 2.7.2 (Youngsche Ungleichung) Seien p,q € ]1,+oo[ mit 1/p + 1/q = 1. Fiir alle

reellen Zahlen a,b > 0 gilt dann
al/Ppl/a < % Ly (2.7.2)

(=

O
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Beweis von Satz 2.7.1. Nach Satz 2.1.21(iii) ist f - g messbar. Ist || f|, = 0, d.h. [|f[Pdu =0, so
ist | f| nach Satz 2.4.26(ii) fast tiberall 0. Dann ist auch | f - g| fast tiberall 0. Nach Satz 2.4.28 folgt,
dass |f - g| integrierbar ist und dass [ |f - g|dp = 0. Also ist (2.7.1) in diesem Fall trivialerweise
erfiillt. Analog verifiziert man die Behauptung des Satzes fiir den Fall, dass g, = 0.

Gelte jetzt || f||, # 0 und ||g||lq # 0. Indem wir in (2.7.2)

|f(z)[P lg(z)|
= und b:=
1117 llglg

setzen, erhalten wir

F@F g
oIAIE T dllgld

|f<x>-g<x)|g||f||,,||g||q( ) fir alle o € X,

Da |f|P und |g|? integrierbar sind, ist dann nach Folgerung 2.4.20 auch |f-g| integrierbar. Auflerdem
gilt

1 1
gl = -gld —— [ |fIPd Idu ) = :
g

Satz 2.7.3 (Minkowskische Ungleichung) Sei p € [1,+o0o[ und seien f,g € L,(X;R). Dann
ist auch f+ g € L,(X;R) und
If +gllp < W fllo + llgllp - (2.7.3)

Beweis. Nach Satz 2.1.21(i) ist f + g messbar. Fiir p = 1 ergibt sich die Behauptung somit aus
[f(@) + g(z)] < [f(2)| + |g(z)| fiiralle 2z e X
und den Folgerungen 2.4.19 und 2.4.20. Sei p > 1. Da
|+ s]” < (I + [s)” < (2 max{]r], [s|})? = 27 max{|r|",[s["} <27 (|r[" + |s|")
fiir beliebige 7, s € R, haben wir
[f(2) +g(@)" <27 {|f(@)[" + [g(x)["}  fiir alle z € X .

Dies impliziert nach Folgerung 2.4.20, dass f + g € £,(X;R). Sei ¢ := p/(p — 1). Dann ist ¢ > 1
und 1/p+ 1/q = 1. Desweiteren gilt (|f —|—g|p*1)q = |f + g|P. Folglich ist |f + [P~ € L,(X;R).
Mittels der Holderschen Ungleichung schlieflen wir

||f+9||§:/|f+g|pdu
< /|f| ~ |f+g|p’1d/~t+/\g| Af gl du

S ar o 1+
S ”f”p . H|f—|—g\p71||q + Hng . |||f_|_g|p*1“q

= (Il + llgl,) ( i1 +g|pdu)1/q

= (I1f1lp + lgllp) I f + gl ? -

Da p — p/q = 1, folgt (2.7.3). O

Folgerung 2.7.4 Fiir jedes p € [1,+o00[ ist L,(X;R) ein reeller Vektorraum und die Abbildung
feLy(X;R) — ||fll, € R eine Halbnorm, d.h. sie besitzt alle Eigenschaften einer Norm bis auf
die Bedingung, dass || f|l, = 0 nur gelten kann, wenn f =0 ist. O
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Ist f: X — R eine messbare Funktion, so sei [f] die Aquivalenzklasse von f, also die Menge aller
messbaren Funktionen g : X — R mit g ~ f. Wir setzen

Lp(X5R) = Lp(X, A, i R) == {[f] : f € L,(X;R)}

und
(f1+ 9] :=[f +4l, (2.7.4)
AL = A (2.7.5)
Al == 1 £l (2.7.6)

fir [f], [g] € Lp(X;R) und A € R.
Satz 2.7.5 Fir jedes p € [1,400[ ist (Ly,(X;R), || |lp) ein reeller normierter Raum.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 2.7.3 verifiziert man leicht, dass (2.7.4) und (2.7.5) eine Vektorraum-
struktur auf L,(X;R) definieren. Seien f,g € £,(X;R). Gilt f ~ g, so gilt auch |f|P ~ |g|P, was
nach Satz 2.4.28 die Gleichung | f|, = ||gl|, impliziert. Somit ist ||[f]||, durch (2.7.6) korrekt de-
finiert. AuBlerdem folgt nach Satz 2.4.26(ii) aus ||[f]||, = 0 die Beziehung f ~ 0, d.h. [f] = [0].
Hieraus erhalten wir zusammen mit Folgerung 2.7.4, dass || ||, eine Norm auf L,(X;R) ist. O

Satz 2.7.6 Fir jedes p € [1,+o00[ ist der normierte Raum (L,(X;R),|| ||p) ein Banach-Raum.

Beweis. Sei ([fi]);cy eine Cauchy-Folge in L,(X;R), d.h. zu jedem e > 0 existiert ein 79 € N mit
1A = sl = 1 — fillp <2 fiwalle 4,5 > o
Folglich kénnen wir zu jedem k € N ein (k) € N mit
1fi = fiwl, <272 fir alle i > (k) (2.7.7)

wihlen. O.B.d.A. sei i(k) < i(k + 1). Wir setzen Ay := {x € X : | figr1)(x) — firy(@)| > 27F},

By := (X \ 4) und B := |J By und zeigen, dass
I=k k=1

WX\ B)=0. (2.7.8)

Wegen (2.7.7) gilt
2—2k'p > / ‘fi(kJrl) — fz(k) ’p dp, > /A |fi(k+1) - fz(k)‘p dﬂ > 2_kPM(Ak)
k

und somit p(Ay) < 27*P. Es folgt

0o o] —kp op
X\ By) = < (Ay) 27 —9=kp\ " o-lp — = }
w(X \ By) “(H z>_Z l<z Z 1—2-p»  2kp(20 —1)

X\B:X\UBk.:ﬂ (X \ By)
k=1 k=1

und X \ By 2 X \ B2 D - -, erhalten wir

w(X\ B) = hm w(X \ Bg) = hm % 0.
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Als néichstes bemerken wir, dass fiir jedes z € B die Folge ( fiw (x))k oy I R konvergiert. Ist
nédmlich x € B, so ist x € By, fiir ein k € N und somit x ¢ A; fiir alle [ > k, d.h. es gilt

|figen)(@) = figy(@)] <270 firalle 1>Fk.
Nach dem Majorantenkriterium folgt, dass die Reihe Y (fiu+1)(®) — fiy(¢)) in R konvergiert.
=1
Da
k—1
fin (@) = fi(@) + > (fiarn (@) = fip (@)
=1

konvergiert damit auch (fi(k)(a:))keN in R.
Sei nun f: X — R durch

0 sonst

f(x) = { i figy () firz € B

definiert. Es sei also f := klim XB fi(k)- Wir zeigen, dass f € £,(X;R) und
tim [1f ~ fill, =0 (2.7.9)

Zunichst stellen wir fest, dass f als Grenzwert messbarer Funktionen wieder messbar ist. Wir
fixieren k € N und definieren g; : X — R durch ¢;(z |f1(l) fi(k)(x)|p. Wegen (2.7.7) gilt

/ gdp <272 firalle 1>k.
X

Die Funktion g : X — R, g(z) := lilm inf g;(x), ist somit nach dem Lemma von Fatou (Satz 2.6.5)
—00

integrierbar und
/ gdp < liminf/ grdp < 272%kP
X l—o0 X

Wegen

g(@) = lim |fiq) (@) = fiy(2)]" = |F(2) = fiy (@)[" fiir z€ B
und (2.7.8), ist g ~ ’f — fi(k)|p. Nach Satz 2.4.28 ist demnach auch |f — f;)|P integrierbar und
folglich f — fir) € Lp(X;R). Weiter gilt

1
If = fiwllp = </9du) ! <27k, (2.7.10)
Mit Folgerung 2.7.4 ergibt sich
f=(f— fiw) + fir) € Lp(X5R) .
AuBlerdem haben wir nach (2.7.7) und (2.7.10)
If = fills <||f - fi(k)Hp + || figwy — fz|| <27 o7k =97l figr > (k) ,
woraus schlieflich (2.7.9) folgt. O

Die L,-Réume fiir komplexwertige Funktionen fithren wir in analoger Weise ein. Sei dazu C mit
der o-Algebra B(C) ihrer Borel-Mengen versehen. Fiir p € [1, +o00[ sei £,(X;C) = £L,(X, A, 1;C)
die Menge der messbaren Funktionen f : X — C, fiir die |f|P integrierbar ist. Wir setzen

Lyp(X;C) = Lp(X, A, 11 C) = {[f] : f € Lp(X;C)},
wobei [f] die Menge der messbaren Funktionen g : X — C bezeichnet, die fast iiberall gleich f

sind. Ist f [ ,Cp()(’(c)7 SO sel
1/p
1Al o= 11 = ( / Iflpdu) |
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Bemerkung 2.7.7 Wie man leicht iiberpriift, gelten fiir £,(X; C) und L,(X; C) die oben bewiese-
nen Sétze in analoger Form. Insbesondere ist (L, (X;C),|| ||,) fiir jedes p € [1,+o00[ ein komplexer
Banach-Raum. O

Im weiteren werden wir wie iiblich fiir die Aquivalenzklasse [f] einfach f schreiben.

Die Lp-Réume spielen eine exponierte Rolle, da sie eine zusitzliche Struktur besitzen. Sei K =
R, C und seien f1, fa € Lo(X;K). Dann ist auch fo € Lo(X;K). Mit Satz 2.7.1 folgt, dass fi fo
integrierbar ist. Wir setzen

U o) = /flﬁdu.

Dabei sei [ fdp fir f: X — C durch [ fdu := [Re(f)du +1[Im(f)du definiert. Auf diese
Weise erhalten wir ein Skalarprodukt auf Ly (X;K).

Satz 2.7.8 Ly(X;K) ist ein Hilbert-Raum.

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.7.6, Bemerkung 2.7.7 und
(f,£)=£I3 firalle fe€ Ly(X;K).

O

Bemerkung 2.7.9 Mit Hilfe der Parallelogrammidentitét tiberpriift man, dass L, (X;K) fiir p # 2
kein Hilbert-Raum ist. g

Wir betrachten jetzt Beispiele fiir (vollstdndige) Orthonormalsysteme in Ly (I; K), wobei I C R ein
gewisses Intervall ist und beziiglich des Lebesgue-Mafles integriert wird.

Beispiel 2.7.10 Fiir [ € N sei Ag;—1 := [l — 1,{[ und Ag; := [, =1 + 1[. Es ist also
A1 = [0,1[, AQ = [—1,0[, A3 = [1,2[, A4 = [—2,—1[,
Wir setzen ¢y := xa,. Dann ist (o), cy ein Orthonormalsystem in Lo (R;R). Dieses System ist

aber nicht vollstindig. Ist z.B. B :=[0,1/2[, so ist xp € L2(R;R), aber

o0
1
E (XB, Pr)Pr = (XB, P1)P1 = 2P1FXB -
k=1

O

Beispiel 2.7.11 Seien die Funktionen fy : [~1,1] — R, k € Ny, durch fi,(z) := 2* definiert. Dann
ist {fx : ¥ € No} linear unabhéingig. Indem wir auf diese Menge das Schmidtsche Orthogonali-
sierungsverfahren anwenden, erhalten wir ein Orthonormalsystem (¢);.cy, in L2([—1,1];R). Man

berechnet, dass
<P0(~”C)—\/;, <P1(33)—\/;:c7 o(z) = 5 (sc 3) .

Zur Bestimmung von ¢y, fiir beliebiges k& benutzen wir folgende Uberlegung. Seien (g) ren, und
(hk)pen, zwei Orthonormalsysteme in Lo([—1,1];R) und seien gy, by fiir jedes k& € No Polynome
vom Grad k. Wir beweisen induktiv, dass dann

gk = cihg  firein ¢ € {—1,1}. (2.7.11)
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Fir £k = 0 ist das trivial. Gelte (2.7.11) fiir alle k& < I. Da ¢;41 eine Linearkombination von
ho,...,hi4+1 ist, haben wir

I+1
by
Jiy1 = E Aih; = E *gz+>\l+1hl+1-
i=0 i=0 Ci

Ist k <, so gilt

l

Ak
0= (gk, gi+1) Z cl Ik 9i) + Mr1ck (b, huyr) = o = lgll3
i=0 "

und somit A\ = 0. Also ist gj+1 = Ay1hi41, woraus wegen ||gi+1l2 = ||hi+1]l2 = 1 die Bezie-
hung (2.7.11) folgt.

Seien 9, : [-1,1] — R, k € N, die so genannten Legendre-Polynome, d.h. es sei

LN
Orln) = g

wobei Q(z) = (2% — 1)k. Offenbar ist 1y, ein Polynom vom Grad k. Nach Satz 2.5.4 haben wir

(Wﬂbz):/[l Urtrdur = g k' l'/ QP (2) Q" () dx .

Da Qg)(—l) = ,(Cj)(l) =0 fiir j =0,...,k — 1, erhalten wir mit k-maliger partieller Integration

1
[ aPwal@a=- [ o Vw e ma
-1
/ AW P @dr= = (1 [ Qe
Ist nun k& # [ und 0.B.d.A k > [, so ist Ql(Hk) = 0 und folglich gilt (¢, ;) = 0. Ferner berechnen
wir mit /2 .
™ 22 (k!)Q
2k+1 _
t)dt = ———
/0 cos (0 At = G
dass

2 (2k)! /1 2\k (2k)! /77/2 2k+1 2
= — 1 — — 5 5 - M
||¢k||2 22k(k}!)2 . ( €z ) da 22k71(k!)2 0 o8 <t) dt 2k +1

Nach der Uberlegung oben folgt

2k +1
S ;_ Y firalle k€ Ny .
Der niichste Satz impliziert, dass das Orthonormalsystem (), cy, auch vollsténdig ist. O

Satz 2.7.12 Sei p € [1,4o00] und sei I C R ein kompaktes Intervall. Dann existiert zu jedem
f e Ly(I;K) und zu jedem € > 0 ein Polynom @Q : I — K mit ||f — Qll, < . Das heifit, die
Polynome bilden eine dichte Teilmenge von L,(I;K).

Beweis. Gilinther u.a., Grundkurs Analysis, Teil 3, Abschnitt 12.1.4. d

Beispiel 2.7.13 Seien f;, : R — R, k € Ny, durch fi(x) := 2¥e™® */2 definiert. Dann bilden die
Funktionen fj eine linear unabhéngige Teilmenge von Lo(R;R). Indem wir wieder das Schmidtsche
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Orthogonalisierungsverfahren anwenden, erhalten wir ein Orthonormalsystem (o) ken,- Analog
zum Beispiel 2.7.11 sieht man, dass

1
LAy Ty

wobei hi, k € Ny, die so genannten Hermiteschen Funktionen sind, d.h.

hy firalle ke Ng,

—22/2 e 22 dk 2
hi(z) := Hy(z)e und  Hi(x) == (—1)*e TEe

Die Polynome Hj werden Hermitesche Polynome genannt. Auch in diesem Beispiel ist das
Orthonormalsystem (px),cy, vollsténdig (vgl. Kénigsberger, Analysis 2, Abschnitt 10.3.V). [

Beispiel 2.7.14 Seien ¢y, : [-m, 7] — R, k € Ng, und ¢y, : [-7, 7] — C, m € Z, durch

1 1 1.
wo(x) := ok par(x) :== 7 cos(lx) , po—_1(x) = ﬁsm(lm) , leN,
und 1
¢m($) — 7eimz

Vor

definiert. Man rechnet einfach nach, dass (¢x),cy, ein Orthonormalsystem in La([—m, 7]; R) und
(Ym) ez €in Orthonormalsystem in Lo([—m,7];C) ist. AuBerdem kann man zeigen, dass bei-
de Orthonormalsysteme vollstdndig sind (vgl. Giinther u.a., Grundkurs Analysis, Teil 3, Ab-
schnitt 12.1.4). Die Elemente der linearen Hiille von {¢y, : k € No} (bzw. {t,, : m € Z}) heiflen
trigonometrische Polynome iiber R (bzw. C). Die Fourier-Reihen zu den Orthonormalsystemen
(k) ren, Wd (Ym),, ez Werden trigonometrische Fourier-Reihen genannt. O

Ist (&) €in vollstindiges Orthonormalsystem in Lo(X;R), so konvergiert fiir jede Funktion

f € La(X; R) die Fourier-Reihe Y (f, or)¢r in Lo(X;R) gegen f, d.h. es gilt
k=1
lim \[f = (f, on)en| =0.
k=1 2
Damit wei man aber i. allg. noch nichts iiber die Konvergenz der Reihe Y (f, ¢or)ox(x) fiir ein
k=1

x € X. Zu diesem Problem fithren wir folgendes Resultat an.

Satz 2.7.15 (Satz von Dirichlet—Jordan) Sei g : R — R eine periodische Funktion der Peri-
ode 2w, sei f := g|[77r 7] und sei a € [—m,7|. Ist f € Lo([—m, 7|; R) und existiert ein e > 0 derart,

dass g‘]a —¢,d] und g’[a,a +e monoton sind, so gilt

S ononta) = 5 (lim o)+ lim g(o))
k=0

wobei (o) ey, das Orthonormalsystem in La([—m, 7];R) aus Beispiel 2.7.14 ist.

Beweis. Giinther u.a., Grundkurs Analysis, Teil 3, Abschnitt 12.2.2. 0
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Beispiel 2.7.16 Wir wenden Satz 2.7.15 auf f : [-7, 7] — R, f(z) := |z|, an. Da

! f(z)dz = =%,

—T

f(x)cos(lz)dx =2 /7r z cos(lz)dx =2
0

us

cos(lm) — 1
2 ’

—T
T

f(z)sin(lx)dz =0,

erhalten wir

T 4 = cos((2m —1)z) .
|z| = 5 Z ——————~ firalle ze€[-mn.

—1)2
= (2m 1)

Fiir x = 0 ergibt das die Beziehung

1+i+i+i+ _
32 52 72 T8

2.8 Integration in Produktrdumen

Fiir Beweise zu den in diesem Abschnitt ohne Beweis angegebenen Sitzen verweisen wir auf
Giinther u.a., Grundkurs Analysis, Teil 3, Abschnitt 10.5.

Sei A; eine o-Algebra iiber X; und As eine o-Algebra iiber Xo. Wir setzen
A ® As = Aa‘(Al X A2) ,
wobei A1 X Ay := {41 x Ay: A1 € Ay und Ay € Ay} Ist A € A ® Ay, 21 € X7 und 22 € X5, so

sei
s1(A,x0) :={x1 € Xy : (x1,22) € A} und  s9(A,x1) := {xg € Xg: (x1,29) € A} .

Lemma 2.8.1 (i) Sei A € A; ® Ay. Fiir alle x5 € X5 ist s1(A,x2) € Ay und fir alle 1 € X3
ist s9(A, 1) € As.

(i) Sei f: X1 x Xy — R eine A; ® Ay-messbare Funktion. Fiir alle x5 € Xo ist
f(-,m):m € Xy f(r,22) €ER
Ai-messbar und fir alle 1 € X ist
f(xy, - ) 29 € Xo v f(wy,22) €ER

Ao-messbar.

Beweis. (i) Sei M := {B C X7 x X3 : 51(B,x2) € A; fur alle z € X5}. Dann ist A; x Ay C M,
denn fiir beliebige M; C X; und My C X5 ist

fiir x5 € M>y

M
Sl(Ml X M27x2) = { Q]l fiir To € M2

Aus

81((X1 X XQ) \ B,x2> = {1‘1 € Xy : (1‘1,1}2) g B}
=X1\{r1 € X1 : (21,22) € B} = X1\ s1(B, z2)
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fiir jedes B C X7 x Xs und

S1 <U Bi7.’172> {.’171 € Xy : ,Tl,aig) S BZ}
=1

U 1'1 e Xy (L’l,CEQ) S Bz} = U sl(Bial'Q)
i=1 i=1

N

fiir beliebige B; C X; x X5 erhalten wir, dass M eine o-Algebra ist. Folglich haben wir
A1 ® As :Ag(Al X Ag) CcCM.

Ist also A € A; ® A, so gilt s1(A,x3) € A; fiir alle z2 € X5. Analog erhilt man die entsprechende
Aussage fiir s9(A4, 21).

(i) Sei @ € R und 25 € X5. Nach Voraussetzung gilt f~!(Ja, +c]) € A; ® As. Da

FC x2)  (Ja, +00)) = {z1 € Xy : f(21,22) € Ja, +oo]}
= {21 € X1 : (x1,22) € [~ (Ja, +00])}
= Sl(f_l(]av"’_oo])va) >

folgt mittels (i), dass f( - ,22)"*(Ja, +o0]) € A;y. Also ist f( -, x2) Aj-messbar ist. Genauso sieht
man, dass f(x1, - ) fiir jedes x; € Xy As-messbar ist. O

Seien j11 : Ay — [0, +oc] und p : Az — [0, +oo] Male. Wir nutzen Lemma 2.8.1(i) und definieren
fir A € A; ® As Funktionen 71 (4) : X1 — R und 72(A) : X2 — R durch

m(A)(21) = pa(s2(A,21)) und  n2(A)(22) := pa(s1(A4, 22)) -
Sei A; € A; und Ay € As. Dann haben wir

A fii €A
nd&xAﬁ@ﬂ=m@ﬂ&xA%m»:{ﬂ%2)fﬁngi

Demnach ist 71 (A1 X A2) = pa(Az)xa, und analog n2(A; x As) = u1(A1)xa,. Insbesondere ist
m (A1 x As) Aj-messbar und n2(A; X As) Asz-messbar. Auflerdem sieht man, dass

/771(A1 x Ag)dpr = p1(Ar)pa(Az) = /772(/11 x Az)dps .

Allgemeiner hat man

Satz 2.8.2 Seien p1 : A1 — [0,400] und pg : Az — [0,400] o-endliche Mafe. Fiir alle A €
A1 ® Ag gilt dann:

(i) m(A) ist Ai-messbar und nz2(A) ist Az-messbar.
ii) [ni(A)dp = [12(A) dpa. O

Wir definieren p1 ® po @ A; ® Ay — [0, +00] durch
pr 9 1a4) = [ m(A)dp

Satz 2.8.3 Seien p1 : Ay — [0, 400] und psg : Az — [0, +00] o-endliche MajfSe. Dann gilt:

(i) p1 ® po ist ein o-endliches Maf und
n1 & /,LQ(Al X AQ) = /11(141)[1,2(142) f’lLT alle A1 S .Al und Ay € ./42 . (281)
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(i) Ist p: Ay ® Ay — [0, 4+00] ein Maf mit (2.8.1), so ist u = p1 & ps. O
Definition 2.8.4 Das Maf 1 ® pe wird das Produktmaf von py und pe genannt.
Der Hauptsatz dieses Abschnittes ist

Satz 2.8.5 (Fubini) Seien pu1 : Ay — [0,400] und pa : Az — [0,+00] o-endliche Maje
und sei f @ X1 x Xo — R eine beziiglich py ® po integrierbare Funktion. Auferdem seien
Fi : X1 — R und Fy : Xo — R folgendermafen definiert. Ist f(xy, - ) : Xo — R beziglich
po integrierbar, so sei Fy(x1) := [ f(x1,22)dus(z2). Andernfalls sei Fy(xq) := 0. Analog ist
Fy(z2) = [ f(z1,22)dpa(z1), falls f( - ,22) + X1 — R beziiglich p, integrierbar ist, und
F5(z2) := 0 sonst. Dann gilt:

(i) Fiir fast alle x1 € Xy ist f(x1, - ) beziiglich ps integrierbar und fir fast alle x5 € Xy ist
f(- @) beziiglich uy integrierbar.

(ii) Die Funktion Fy ist beziiglich py integrierbar und die Funktion Fy ist beziiglich ps integrierbar.
(iii) Es ist

Beweis. Sei A € A; ® Ay derart, dass 1 ® ps(A) < +00. Da nach Definition von p; ® pe und nach
Satz 2.8.2

@A) = [ ()i = [ () da. (2.83)
ist dann 7, (A) : X; — R beziiglich y; integrierbar und 72(A) : X5 — R beziiglich j» integrierbar.
Insbesondere haben wir nach Satz 2.4.26(i), dass 71 (A)(z1) < 400, d.h. ps(s2(A, 1)) < oo fiir
fast alle 21 € X1. Wegen xa(71, - ) = Xsy(A,2,) ISt somit x4(z1, - ) : Xo — R fiir fast alle 21 € X,

beziiglich po integrierbar. Genauso ist xa( - ,22) : X1 — R fiir fast alle x5 € X5 beziiglich u
integrierbar. Auflerdem gilt

/Mummwmmzmmmnum /muwwwmmzmmu%

womit (2.8.3) die Form

/XA(thQ)d(/‘l ® p2) (@1, 22) = / (/XA($1,$2)dM2($2)> dpir (1)

— / (/XA(asl,xg)d,ul(m)) dpz(2)

erhélt. Damit haben wir den Satz fiir den Fall bewiesen, dass f eine charakteristische Funktion ist.
Folglich ist der Satz auch fiir einfache Funktionen richtig.

Sei f nichtnegativ. Wir wihlen integrierbare einfache Funktionen f; : X3 x Xo — R mit f;  f.
Da dann auch f;(x1, - ) 7 f(x1, - ) fiir jedes z1 € X7, folgt mit Satz 2.6.1
/f(xhxz)d(m ® p2)(w1, 2) = ilir&/fz‘(xl,afz)d(m ® p2) (w1, 72)

= lim </ fi(il»xz)dﬂz(@)) dp (1)

11— 00

/(ilirgo/fi(xl,m)duﬂlé)) dpi (1)
:/(/f(a:l,xg)dug(xg)> dpa (1) -
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Analog sieht man

/f($17$2)d(M1 ® p2)(x1, x2) = / </f($17$2)d,u1(561)) dua(z2) -

Nach den Sétzen 2.4.26 und 2.4.28 liefert dies die Behauptungen.

Ist nun f eine beliebige integrierbare Funktion, so erhélt man die Behauptungen, indem man die
Uberlegung oben auf f* und f~ anwendet. O

Bemerkung 2.8.6 Unter Beriicksichtigung von Satz 2.4.28 kann man (2.8.2) als

/f(xhxz) d(pr ® po)(x1,x2) = / (/ f($1,$2)du2(9€2)> dpa (z1)

:/(/f(xl,:vz)d/m(m)) dpa(z2)

schreiben. O

Im folgenden sei u? : AL(R™) — [0, 4+00] das Lebesgue-Ma8 auf R™.

Lemma 2.8.7 Fiir alle n,m € N ist u @ p* # pi™™.

Beweis. Sei x € R™ beliebig und sei M C R™ derart, dass M ¢ Ap(R™). Nach Lemma 2.8.1(i) ist
dann {z} x M & AL(R") @ Ar(R™). Andererseits ist
pr @ pp ({e} x R™) = pp({eHup (R™) = 0.

Also ist das Maf} p} ® p’f* nicht vollsténdig. Da u?m nach Satz 2.3.21 aber vollsténdig ist, folgt
die Behauptung. O

Satz 2.8.8 Fiir alle n,m € N ist das Lebesque-Maf ,u%*m die Vervollstindigung des Produktes
wE @ pyt, d.h. es gilt:

(i) AL(R™™) = A, (AL(R™) @ AL(R™) U Ag(u} @ 7)), wobei Ag(p} @ ui) das System der-
jenigen Mengen M C R™™ jst | fiir die eine Menge By € A (R") ® A (R™) mit M C By
und pu} @ pP(Bo) =0 existiert.

(ii) pupt™(B) = p? @ p(B) fiir alle B € AL (R") @ AL (R™). O
Satz 2.8.9 Seien m,n € N. Setzt man in Satz 2.8.5 p1 = pp und pe = p7', so gelten die
Behauptungen des Satzes auch fiir jede beziiglich ,uﬁ"'m integrierbare Funktion f : R™ x R™ — R,
wobei in (iii) das Maf j1y @ po durch p™™ zu ersetzen ist. O

2.9 Der Satz von Radon—Nikodym

Sei A eine o-Algebra iiber X und seien u,v : A — [0, +00] Mafle.

Definition 2.9.1 Das Mafl v heifst absolut stetig beziiglich v (in Zeichen: v < p) : <= Fiir
jedes A € A mit u(A) =0 gilt auch v(A) = 0.

Beispiel 2.9.2 Sei f: X — R nichtnegativ und messbar. Dann definiert

()= [ Fau

ein Mafl vy : A — [0, +00] mit vy < p. O
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Der Satz von Radon—Nikodym besagt, dass auch die Umkehrung des Beispiels richtig ist. Zum
Beweis dieses Satzes werden wir das folgende Lemma benutzen. Auf dessen Beweis werden wir
spéter eingehen.

Lemma 2.9.3 Seien p und v endlich, d.h. p(X) < +oo und v(X) < +oo, sei v(X) > 0 und gelte
v < p. Dann existiert eine nichtnegative messbare Funktion f : X — R mit fX fdp > 0 und
Sy fdu <v(A) fir alle A e A.

Satz 2.9.4 (Radon—Nikodym) Seien p und v o-endlich und gelte v < p. Dann gibt es eine
nichtnegative messbare Funktion f: X — R mit

v(A) = /Afd,u firalle Ae A. (2.9.1)

Ist g : X — R eine messbare Funktion mit v(A) = fA gdu fiir alle A € A, so sind g und f beziiglich
W dquivalent.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass p und v endlich sind. Bezeichne K die Menge aller
nichtnegativen messbaren Funktionen h : X — R mit

/hd,ugu(A) firalle A€ A.
A

Da 0 € K, ist K # 0. Sind h,h* € K, so ist auch max(h,h*) € K. Ist ndmlich A € A und ist
B:={x € A:h(zx) > h*(x)}, so haben wir

/Amax(h,h*)d,u:/Bhd,u—l—/A\Bh*duSV(B)—{—V(A\B):V(A).

Sei a := sup{thdu:heK}. Wir wihlen g1,¢2,... € K mit lim fXgidu = « und setzen

h; == max{g1,...,g;}. Dann ist (h;) eine monoton wachsende Folge in K. Da g; < h; und somit

/gidué/ hidp < a,
X X

gilt auBerdem lim [ h;dp = o Sei f := lim h,;. Da nach Satz 2.6.1

/ fdp=lim [ h;dp firalle A€ A,
A 1— 00 A

ist f € K und fX fdu = a. Wir zeigen, dass f der Bedingung (2.9.1) geniigt. Angenommen, dass
ist nicht der Fall. Dann existiert ein C' € A mit [ fdu < v(C). Wir definieren v : A — [0, +00]
durch v (A) := v(A) — [, fdu. Wie man leicht sieht, ist v; ein MaBl mit vy < p. AuBerdem
ist v1(C) > 0 und somit auch v1(X) > 0. Nach Lemma 2.9.3 existiert folglich eine nichtnegative
messbare Funktion f : X — Rmit [ fidy >0und [, fidu <vi(A), dh. [,(f+ f1)dp < v(A)
fiir alle A € A. Also ist f + f1 € K. Andererseits gilt

/X(J“rfl)d#:/deu+/xf1du:a+/xfldu>a.

Damit haben wir einen Widerspruch zur Definition von « erhalten und (2.9.1) ist bewiesen.

Seien p und v jetzt o-endlich. Dann gibt es hochstens abzéhlbar viele paarweise disjunkte Mengen
A1, Aoy ... € Amit X = |JA, sowie u(Ar) < +oo und v(A;) < +oo fir alle k. Wie bereits
k

bewiesen, kénnen wir zu jedem k eine nichtnegative messbare Funktion ¢, : Ap — R so wiihlen,
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dass [, ppdp = v(A) fiir alle A € A mit A C A;. Sei f : X — R dadurch bestimmt, dass
f | A, = Pk Dann ist f nichtnegativ und messbar und fiir jedes A € A gilt

v(A)=Zv(AmAk>=ij/AmAk¢kdu=/Afdu.

k

Sei nun g : X — R eine messbare Funktion mit v(A4) = [ 4 9dp fiir alle A € A. Wir miissen zeigen,
dass

pfo € X : f(@) £ g(x)}) =0. (2.92)
Fiir a,b € Q mit a < b sei

B (a,b) :={z € Ay : f(z) < aund g(x) > b},

B, (a,b) :={x € A : f(z) > bund g(z) <a}.

Dann gilt

on (B (a.0) = [

adpz [ fdu= [ gdpz [ bdu=bu (B @) |
Bif (a,b) B (a,b) B} (a,b) B} (a,b)

d.h. (b—a)p (B} (a,b)) < 0. Das impliziert u(B; (a,b)) = 0. Analog zeigt man u(B; (a,b)) = 0.
Da {z € X : f(x) # g(x)} die Vereinigung aller solcher Mengen B; (a,b) und By, (a,b) ist, folgt
(2.9.2). O

Definition 2.9.5 Die bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmte messbare Funktion f : X — R mit

d
(2.9.1) wird die Radon-Nikodym-Ableitung von v nach p genannt und mit d—y bezeichnet.
n

Beispiel 2.9.6 Sei v : Ap(R) — [0, +00] ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf R, d.h. ein Mafl mit
d _
v(R) = 1, und gelte v < pr,. Dann ist die Radon-Nikodym-Ableitung d—y : R — R die so genannte

mr
Verteilungsdichte von v. U

Satz 2.9.7 Seien pu und v o-endlich, gelte v < p und sei f : X — R beziiglich v integrierbar.

d _
Dann ist f - d—y : X — R beziiglich p integrierbar und
n

[rav= [t S

dv dv
xadv=v(A) = 7dM:/XA'7dM
/ ( ) Adﬂl du

dv
_ [, dv 2.9.
/gdv /g dudu (2.9.3)

fiir jede begziiglich v integrierbare einfache Funktion g : X — R. Sei f : X — R beziiglich v
integrierbar und gelte 0.B.d.A. f > 0. Sei (f;) eine Folge nichtnegativer einfacher Funktionen auf

Beweis. Wir haben

fiir jedes A € A und folglich auch

d
X mit f; / f. Dann ist { f; - d—y eine Folge von beziiglich p integrierbaren Funktionen mit
I

dv

d
foga 7 F ﬁ. Nach Definition von [ fdv und wegen (2.9.3) gilt auBerdem

1—00 1—00 d‘u
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Indem man Satz 2.6.1 anwendet, erhéilt man die Behauptung. g

Die folgenden Betrachtungen zielen auf den Beweis von Lemma 2.9.3. Sei dabei A weiterhin eine
o-Algebra iiber X.

Definition 2.9.8 Fine Funktion w : A — R heifit endliches signiertes Maf} : <= w ist o-
additiv.

Lemma 2.9.9 Fiir jedes endliche signierte Mafi w : A — R ist w(0) = 0.

Beweis. Sei w : A — R ein endliches signiertes Maf}. Dann gilt

Da —o0 < w()) < +o0, folgt w(f) = 0. O
Beispiel 2.9.10 Sei f : X — R integrierbar beziiglich des MaBes y : A — [0, +00]. Dann definiert

or(4) = [ o
A
ein endliches signiertes Mafl wy : A — R. O

Satz 2.9.11 (Hahnscher Zerlegungssatz) Sei w : A — R ein endliches signiertes Maf$. Dann
existieren Mengen AT, A~ € A mit folgenden Eigenschaften.

(a) ATNA- =0 und ATUA™ = X.
(b) Fiir alle A€ A ist w(ANAT) >0 und w(ANA™) <0. O

Satz 2.9.12 (Jordanscher Zerlegungssatz) Seiw : A — R ein endliches signiertes Maf8. Dann
existieren endliche Mafe wt,w™ : A — [0, +oo[ mit

w(A)=wt(A) —w (A) firale AcA.

Beweis. Seien AT und A~ wie in Satz 2.9.11. Wir definieren w*,w™ : A — [0, +oo[ durch
wh(A) :=w(ANAT) und w (A):=—-w(ANA7).
Dann sind w' und w™ offensichtlich endliche Mafle und fiir alle A € A gilt
wA) =w (ANAT)U(ANAT)) =w(ANAT)+w(ANA") =wt(A) —w (A) .

O

Bemerkung 2.9.13 Eine Zerlegung (A", A™) wie in Satz 2.9.11 wird Hahn-Zerlegung des end-
lichen signierten Mafles w genannt. Eine solche Zerlegung ist i.allg. nicht eindeutig. Ist ndmlich
B € Aund gilt w(B) =0, so ist mit (AT, A7) auch (AT UB, A~ \ B) eine Hahn-Zerlegung von w.
Hingegen ist die in Satz 2.9.12 angegebene Aufspaltung w = wt — w™ eindeutig bestimmt. Diese
Aufspaltung wird Jordan-Zerlegung von w genannt. O

Definition 2.9.14 Seiw : A — R ein endliches signiertes Maf und sei w = w™ —w™ die Jordan-
Zerlegung von w. Dann wird |w| := wt +w™ : A — [0, +00[ die Variation von w genannt.
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Offensichtlich gilt:

Lemma 2.9.15 Die Variation |w| : A — [0, +00[ eines endlichen signierten Mafles w : A — R ist
ein endliches Majs. O

Bemerkung 2.9.16 Fiir ein endliches signiertes Mafl w : A — R und ein A € A sind |w(A)| und
|w|(A) i.allg. unterschiedliche Zahlen. Es gilt aber |w(A)| < |w|(A) fiir alle A € A. O

Beispiel 2.9.17 Seien f und wy wie in Beispiel 2.9.10. Dann bilden die Mengen
AJf ={r€X:f(x)>0} und A, :={zeX:f(zx)<0}

eine Hahn-Zerlegung von wy. Die Jordan-Zerlegung von wy = w}' —w; und die Variation |wy| von
wy sind folglich durch '

w;<A>=/Af+du, w;<A>:/Af-du und \wf|<A>:/A|f|du

gegeben. O

1
Beweis von Lemma 2.9.3. Fiir jedes k € N ist wy :=v — H ein endliches signiertes Maf}. Sei

(A;', A}) eine Hahn-Zerlegung von wj,. Dann haben wir

v(A) > %,u(A) fiir alle A€ A mit AC A}

und ]
v(A) < %M(A) fir alle A e Amit AC A, .
o0
Sei B := (] A, . Dann ist B € A und es gilt v(B) < %,u(B) fir alle £ € N, d.h. v(B) = 0. Da
k=1
v(X) > 0, folgt v(X \ B) > 0. Wegen
X\B=x\ (45 = JxX\40) = 4t
k=1 k=1 k=1

1
gibt es somit ein | € N mit v(A;") > 0. Dav < p, ist dann auch u(A4;") > 0. Wir setzen f := TXar

Offensichtlich ist f nichtnegativ und messbar. Weiter haben wir

/ fdu= %M(AT) >0
X

und

/A fn = 1a(ANAT) < V(AN AF) < v(4)
fiir alle A € A. O

Im Rest dieses Abschnitt geht es um eine Version des Satzes von Radon—Nikodym fiir endliche
signierte Mafle. Dazu verallgemeinern wir die Definition 2.9.1.

Definition 2.9.18 Fin endliches signiertes Mafi w : A — R heifit absolut stetig beziiglich des
Mafes p (in Zeichen: w < u) : <= Fiir jedes A € A mit u(A) =0 gilt auch w(A) = 0.

Beispiel 2.9.19 Seien f und wy wie in Beispiel 2.9.10. Dann gilt wy < p. O
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Lemma 2.9.20 Sei w : A — R ein endliches signiertes Maf§ und sei w = wt — w™ die Jordan-
Zerlegung von w. Gilt w < p, so gilt auch wt < p, w™ < p und |w| < p.

Beweis. Gelte w < 1, sei A € Amit u(A) =0 und sei (AT, A7) eine Hahn-Zerlegung von w. Dann
ist auch u(ANAT) =0 und u(A N AT) = 0. Wegen w < p folgt

wH(A)=w(ANAT) =0 und w (A)=w(ANA")=0.

Damit ist auch
w(A) =wT(A) +w(4)=0.

0

Satz 2.9.21 Sei das Maf pp o-endlich und seiw : A — R ein endliches signiertes Maf§ mit w < p.
Dann existiert eine beziiglich p integrierbare Funktion f: X — R mit

w(A):/Afd,u firalle AeA.

Ist g : X — R eine beziiglich p integrierbare Funktion mit w(A) = fA gdu fir alle A € A, so sind
g und f beziiglich p dquivalent.

Beweis. Man benutze Lemma 2.9.20 und wende Satz 2.9.4 auf w™ und w™ an. O

Wir bemerken noch, dass man auch beziiglich endlicher signierte Mafe integrieren kann und zwar
folgendermaflen.

Definition 2.9.22 Seiw : A — R ein endliches signiertes Maf§ und sei w = wt —w™ die Jordan-
Zerlegung von w. Eine Funktion f : X — R heif§it integrierbar beziiglich w : <= f ist beziglich
wt und w™ integrierbar. Es wird dann

[rawi= [raot = [ rao

gesetzt.

2.10 Transformation von Integralen

Im folgenden sei (X, A, ) ein Mafiraum, B eine o-Algebra iiber Y und ® : X — Y eine (A, B)-
messbare Abbildung. Wir definieren ®,p : B — [0, +00] durch

(®.1)(B) = 1 (071(B)) .
Man iiberpriift leicht:

Lemma 2.10.1 (i) Die Funktion ®.u: B — [0, +00] ist ein Maf.

(ii) Ist p o-endlich, so ist auch ®.p o-endlich. O

Satz 2.10.2 Sei g : Y — R beziiglich ®,u integrierbar. Dann ist go ® : X — R beziglich p

integrierbar und
[od@w= [goodu.
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Beweis. Die Behauptung gilt fiir den Fall, dass g eine charakteristische Funktion ist. Ist ndmlich
B e B,soist xpo® = xg-1(p) und

[ xwd(@.p) = @) = (@7(5) - / o [xaovdn.

Folglich gilt die Behauptung auch fiir den Fall, dass g eine einfache Funktion ist. Hieraus erhélt
man mit Hilfe von Satz 2.6.1 wie im Beweis von Satz 2.9.7 die Behauptung fiir nichtnegative und
damit schliefflich auch fiir beliebige Funktionen g. O

Folgerung 2.10.3 Seig:Y — R beziiglich ®,u integrierbar. Dann gilt

/gd(fI)*M)Z/ go®dy firalle BeB.
B »-1(B)

Beweis. Sei B € B. Nach Satz 2.10.2 und wegen xp o ® = xg-1(p) haben wir

/gd(‘b*u)=/><3~gd(¢>*u)
B
=/(XB0¢’)-(90<1>)du=/Xq>1(3)'(90<I>)du=[1>1(3)90¢>du-

0

Folgerung 2.10.4 Sei v : B — [0,+00] ein Maf§ mit ®.p < v und seien p und v o-endlich. Ist
dann g :' Y — R beziiglich @, p integrierbar, so gilt

3,
/(g.(ﬂd”))d,,:/ go®du firalle BeB.
B v -1(B)

Beweis. Dies ist eine Konsequenz von Satz 2.9.7 und Folgerung 2.10.3. U

Im Rest dieses Abschnittes wollen wir die obigen Uberlegungen auf das Lebesgue-Mafl anwenden.

Im folgenden:

pr » AL(R™) — [0, 400] Lebesgue-MaB, p : P(R™) — [0, +00] duleres Lebesgue-Maf
N C R™ Nullmenge : <= N Lebesguesche Nullmenge, d.h. pj (N) =0

U C R"™ offen und nichtleer

Lemma 2.10.5 Ist A C R" Lebesgue-messbar, so existieren eine Nullmenge N und kompakte

Mengen K1, Ks,... mit A= NU J K.
i=1

K2

Beweis. Ubung. d

Satz 2.10.6 Sei U : U — R" stetig und gelte: Ist M C U eine Nullmenge, so ist auch W(M) eine
Nullmenge. Behauptung: Ist A C U Lebesgue-messbar, so auch auch U(A).

Beweis. Sei A C U Lebesgue-messbar. Dann existieren nach Lemma 2.10.5 eine Nullmenge N C U

und kompakte Mengen K, Ko,... C U mit A = NU |J K;. Da ¥ stetig ist, sind die Mengen ¥(K)

i=1
ebenfalls kompakt, also insbesondere abgeschlossen und damit als Borel-Mengen Lebesgue-messbar.
Desweiteren ist U(NN) nach Voraussetzung eine Nullmenge und damit insbesondere Lebesgue-

o)
messbar. Folglich ist auch U(A) = ¥(N)U |J ¥(K;) Lebesgue-messbar. O
i=1

1=
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Satz 2.10.7 Sei ¥ : U — R"™ stetig differenzierbar. Behauptung: Ist M C U eine Nullmenge, so
auch ¥(M).

Beweis. Es ist U = |J K; fiir gewisse abgeschlossene Kugeln K71, Ko, .... Geniigt zu zeigen, dass

i=1
M N K; Nullmenge ist. O.B.d.A. gibt es somit eine abgeschlossene Kugel K mit M C K C U. Sei

¢ > 0 derart, dass
oV,
s (z)

Sei @ C K ein halboffener Quader und seien x,z’ € ). Nach dem Mittelwertsatz gilt

<c firalle z€ Kund k,l=1,...,n.

Uy (@) — Wr(a') = DUk(E) (2 — 2') = (grad(Vy) (), — 2)
fiir ein £ € K. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt
(Wi(z) — Ui(a)| < [lgrad(Pe)(©)]] - lz — 2'|| < Vnellz —27|] .

Also gilt
|U(z) — U (2)|| < ncllz—2'|| firalle x,2' €Q.
Demnach ist U(Q) in einem halboffenen Quader enthalten, dessen Kantenldngen das nc-Fache

der Kantenlingen von ) sind. Nach Definition der &dufleren Lebesgueschen Mafles ergibt sich
3 (W(M)) < e (M). Da pg, (M) = 0, folgt 17, (¥(M)) = 0. O

Folgerung 2.10.8 Sei ¥ : U — R" stetig differenzierbar. Behauptung: Ist A C U Lebesgue-
messbar, so auch U(A).

Beweis. Das folgt aus den Satzen 2.10.6 und 2.10.7. O

Betrachten jetzt:

U,V CR" offen, ® : U — V C'-Diffeomorphismus

pY Lebesgue-Maf$ auf U, d.h. die Einschréinkung von puy, auf Ap(U) :== {4 € AL(R") : A C U},
genauso pY : AL (V) — [0, +o0]

Folgerung 2.10.9 (i) ®':V — U ist (AL(V), AL(U))-messbar.
(i) @, 'uy : AL(U) — [0, +00] ist absolut stetig beziiglich pY .
Beweis. Folgerung 2.10.8 liefert die Behauptung (i), Satz 2.10.7 die Behauptung (ii). O

Also existiert die Radon-Nikodym-Ableitung von ®; 1Y nach Y.

Satz 2.10.10 Es ist
d (@ uy)

~ [ des(Da)]
duf

d.h.
wur(®(A)) :/ |det(D®)|dpy, fir alle A€ Ap(U).
A

Zum Beweis von Satz 2.10.10 benutzen wir

Lemma 2.10.11 Sei L : R™ — R” linear, seiv € R™ und sei F' : R — R"™ durch F(x) := L(z)+v
definiert. Dann gilt pur,(F(Q)) = | det(L)| - pr(Q) fir alle halboffenen Quader @Q C R™.
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Beweis. Da py, translationsinvariant ist, geniigt es ur(L(Q)) = |det(L)| - ur(Q) zu zeigen. Dies
kann man elementar nachrechnen. g

Beweis von Satz 2.10.10. Fiir x = (x1,...,2,) € R” sel |||l := ml?x\zﬂ. Dann ist || |l eine

Norm auf R™. Wir versehen £(R™,R™) mit der zugehorigen Operatornorm, welche wir auch mit
| oo bezeichnen.

Sei W C R" ein halboffener Wiirfel, d.h. ein halboffener Quader, dessen Kantenldngen alle gleich
sind, und gelte W C U. Wir zeigen:

i (B(W)) s‘[;\deta)¢>|duL.

Seie >0.DaD®:U — LR",R") und z € U HD (@) (<I>(x))“oo € R stetig und W und
P (W) kompakt sind, existieren § > 0 und ¢ > 0 mit

|[D®(z) — D®(2')|| <e fiiralle z,2’ € W mit ||z —2'|| <6
(Eine stetige Abbildung ist auf Kompaktum gleichmiflig stetig.) und
HD (@) (@(x))”oo <c fiiralle ze€W.
Unterteile W in halboffene Wiirfel W1, . .., W,, mit Kantenlinge o < 6, wihle z, € W), mit
|det(D®(zz))| < |det(D®(z))| fiir alle = € W,
und definiere F, : R® — R"™ durch Fi(z) := ®(21) + D®(21)(x — 2x). Sei z € Wy. Da
2+ (1= )2k — 2kllow = [t]- |t — 2hlloe <@ <& fir te[0,1],
ist dann
1B(2) — Fee) oo = 1B(z) — B(21) — DO(21)(x — 24)oc

= /01 %@(m + (1 —1t)zg) dt — DP®(zx)(z — 21)

oo

- /0 D®(tx + (1 — t)24) (@ — 2) dt — DD (1) (& — 21)

o0

_ /Ol(D(I)(tx + (1= t)2) — DB(z)) (@ — 21) dtH

oo

< / I(D®(tx + (1 —t)z1) — D®(21))(x — 21) || oo dt
0

1
S/lmﬂm+ﬂ—ﬂ%%ﬁw@MMﬂh—%Mﬂt
0

1
< / ellx — zgl|oo dt
0

<ea.

Folglich: ®(Wy) C Beo (Fr(Wy)) := {y € R™ : es existiert ein v’ € Fj,(Wy) mit ||y — v/[|o < ca}.

Seien y, 2 € B.o(Fi(Wy)) und seien 3/, 2" € Fy(W}) derart, dass ||y —9'||oo < eaund ||z — 2'||o0 <
ea. Dann ist

1570~ F )L, = 0%~ )] = [P (#7) (@)~ o)L
<D (@) (@) - 1y = ¥ lloo < c2a
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und genauso || F}, ' (2) —F,;l(z’)H < cea. Da F ( s Fﬁl(z’) € Wi, haben wir auSerdem
||F71 N — F7N(2) H < a. Es folgt ||F H 1 + 2¢e)a. Somit gibt es einen

halboffenen Wurfel W/ der Kantenlénge (1 —|— 3c€)a mit Fy (Bm(Fk(Wk))) C W/, also mit
Beo(F(Wy)) C F,(W)). Dann gilt auch ®(W},) C Fi,(W}). Wir schliefen mit Lemma 2.10.11

ur(@(Wi)) < pr(Fu(Wy)) = |det(D®(2x))| - pr (W) = | det(D®(2x))|(1 + 3ce)"a”
= (1 + 3¢2)"| det (DB (z5)) |z (W) < (1 + 3ce)" /W | det(D®)| dper, .

Damit ist

= pr(@(Wi)) < (1 + 3ce)" Z/ | det(D®)| dpr,
k=1 k=1"Wk

=(1 +305)"/ | det(D®)| dpr, -
w
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt

HL(@(W)) < /W |det(D®) | dy,

Sei nun @ C @ ein halboffener Quader. Dann ist ) die disjunkte Vereinigung von hdochstens
abzéhlbar vielen halboffenen Wiirfeln W mit W C U. Folglich gilt auch

ps(@(@) < [ det(De)]dy
Dies impliziert nach Definition von pp,, dass
1 (B(A)) < /A | det(D®)|dpuy, fiir alle A € AL (U) .
Indem wir ® durch &' ersetzen, sehen wir, dass
u (271(B)) < /B ldet (D (@1))] dpup, fir alle B € Ap(V).

Fir B € A (V) gilt also
[ (@at]) = @) (B) = . / [det (D (871))] dpar
=/><B - |det (D (@71))| duy.

Hieraus ergibt sich in iiblicher Weise, dass fiir jede nichtnegative messbare Funktion f: V — R

/fd(cb*ug) S/f~\det (D(@7Y)| duy -

Nutzen wir nun noch Folgerung 2.10.3, so erhalten wir fiir A € AL (U)
pa (@) < [ |det(DD)]dy

A

= / |det(D®)| o @1 o & du¥

—1(2(4))

:/ | det(D®)| 0 L d (1Y)
2(A)

g/ (|det(D®)] 0 ) - [det (D (B))| du,
B(A)

= / dpp = pr(2(A))
®(A)
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und somit

(@A) = [ det(D®)] dua

O
Satz 2.10.12 Sei g : V — R Lebesque-integrierbar. Dann gilt
/ gduL:/(gocl))-|det(D<I))|duL fir alle A e Ap(U) .
B(A) A
Beweis. Wir benutzen Folgerung 2.10.4 und Satz 2.10.10 und schlieflen
_ d (o 'uy
/ gdur =/ (go®)o® 'duy Z/(goé)-(dUL)dug
D(A) ®(A) A 227
_ / (go®)-|det(DP)| dpy, -
A
O
Beispiel 2.10.13 Berechnung von fj;; exp (—a?) dw O
Beispiel 2.10.14 Berechnung des Flicheninhaltes von D, := {z € R? : ||z|| < r} O
Beispiel 2.10.15 Berechnung von [, [|z[* dur(z) O

2.11 Flachenintegrale

Definition 2.11.1 Sei U eine offene Teilmenge von R? und sei 1) = (1,99,13) : U — R? eine
injektive stetig differenzierbare Abbildung mit

rg(DyY(x)) =2 firale xz€U. (2.11.1)

Dann nennen wir die Menge Q := ¥ (U) eine Fliche im R3 und ¢ eine Parametrisierung von
Q.

Bekanntlich bedeutet (2.11.1), dass die Vektoren

o) = (o 52, 52w ) wa ) = (G, . S )

— (x — (). =
0I1 8x1 ’ (9561 73331

fiir jedes x € U linear unabhéngig sind.

Beispiel 2.11.2 Sei U eine offene Teilmenge von R? und sei h : U — R stetig differenzierbar. Wir
definieren 9 : U — R? durch v (z1, x2) := (21, 2, h(w1,22)). Offensichtlich ist ¢ injektiv und stetig
differenzierbar. Aulerdem gilt

oY oh oY oh

- =(1,0,=— d —=1{0,1,—| .

6331 < T (9371) un (9.’172 < T 8.932)
Also ist der Graph(h) = 9(U) eine Fliche im R? und ¢ ist eine Parametrisierung dieser Fliche.
Eine solche Parametrisierung wird auch explizite Darstellung der Fliache genannt. O
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Beispiel 2.11.3 Seir > 0 und sei S? := {(£1,&2,&3) € R? : &8 + &4 + &3 = r?}. Dann ist die durch
P(x1, 22) := (rcos(xy) cos(xq), rsin(xy) cos(za), rsin(zg))

definierte Abbildung 1 : ]0,27[ x |—m/2,7/2[ — R3 eine Parametrisierung von S? \ K,., wobei
K, = {(51,52,53)652151 > 0 und 52:0}. [l

Sei im folgenden  C R3 eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : U — R3 und seien g9i; : U — R,
i,7=1,2, und G : U — R durch

B o e o g (3;‘) g1 (37)
@) i= (50 ()t 0w = et () 2o )

definiert.

Lemma 2.11.4 Fir alle x € U ist G(x) > 0.

Beweis. Es ist )

G = guago — g = |22 |22 = (20 20\
= 11922 — 912921 = o1, Oy 011 Og .
Somit folgt die Behauptung aus der Schwarzschen Ungleichung. d

Sei vfz : U — R? eine weitere Parametrisierung von 2 und seien g;; : U — R, 4,7 = 1,2, und
G :U — R durch

N Ll and Gl = det [ 911(w)  G12(y)
i (y) -<8yi(y),ayj(y)> d G(y) -dt< i (1) g£<y>>

gegeben. Desweiteren sei ® = (®1,®5) : U — U durch ¢ = ¥ o ® bestimmt.

Lemma 2.11.5 (i) Die Abbildung ® ist ein Diffeomorphismus.
(i) Ist B C Q und ist =1 (B) Lebesgue-messbar, so ist auch ~'(B) Lebesque-messbar.
(iit) Fir alle z € U ist G(x) = G(®(x)) - (det(DD(z)))?.

Beweis. (i) Man wende den Satz iiber implizite Funktionen an. Vgl. Walter, Analysis II, Ab-
schnitt 8.3.

(ii) Das ergibt sich aus ¢)~(B) = ® (v~'(B)) und Folgerung 2.10.8.
(iif) Wegen 1) = 1) o ® ist

ox; =1 Yk Ox;
Somit gilt
2/ o 9Dy, . OV 00 ~ 0 0%
MOESY <8¢(¢(x)) 5 ’f(x),;)(i)(x))al_f(x)> => ) é(x)gkz(‘b(x))ai]f(x)
ki1 \9Yk Z; Y T k=1 9T "

fiir 4,7 = 1,2, d.h.

(@) gia(w) \ _ (0% NT [ §u(®(@) dia(®(2) | 0
(gm) 922(x>)—(ax< >> (5721(‘1’(96)) §22(q’($))>5ﬂc( )
Hieraus folgt die Behauptung. O

Die folgende Definition hingt nach Lemma 2.11.5(ii) nicht von der Wahl der Parametrisierung
ab.
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Definition 2.11.6 Eine Menge B C §) heifst messbar : <= ¢~ 1(B) ist Lebesgue-messbar.

Lemma 2.11.7 Sei f: Q) — R und sei B C ) messbar. Dann ist
/ (fow-\/@dm:[ (fod)-VGdus,
Y= H(B) $=1(B)

wobei die Existenz eines der Integrale die Existenz des anderen impliziert.

Beweis. Wir wenden Satz 2.10.12 und Lemma 2.11.5(iii) an und schlieen
[ Ged) Vadu= [ (red)Vaau
$=H(B) e(y—1(B))
:/ (fowod)-VGod-|det(DB)|dpur,
Y=H(B)
— [ (fow) VG
Y=H(B)

0

Lemma 2.11.7 zeigt, dass auch die folgende Definition nicht von der Wahl der Parametrisierung 1
abhéngt.

Definition 2.11.8 Fir eine Funktion f:Q — R und eine messbare Menge B C Q) sei
[raa= [ (fow) VG,
B Y~1(B)

vorausgesetzt das Integral auf der rechten Seite existiert.

Beispiel 2.11.9 Sei Q = Graph(h) fiir h : R> — R, h(z1,72) := cosh(zz), sei f : R® — R durch
f(&1,&2,&3) = & definiert und sei B := {(x1,23,cosh(zz)) : 0 < 27 < 1Tund 0 < 29 < 1} Wir
berechnen [, f dQ. Dazu parametrisieren wir  durch ) : R? — R?, (1, 22) := (x1, 22, cosh(zz)).
Dann ist

gi(z1,22) =1,  gi2(w1,22) = go1(w1,22) =0,  goo(w1,m2) = 1 + sinh?(x2)

und somit
VG (z1,29) = \/1 + sinh®(z5) = cosh(zs) .
Also ist

1 1 nh(1
/ fdQ = x1 cosh(zo) dpy (z1,22) = / z1day - / cosh(zg) das = sinh(1) .
B 0,1]x[0,1] 0 0 2

Der Fliche € kénnen wir jetzt folgendermaflen einen Flicheninhalt zuordnen.
Definition 2.11.10 Der Flicheninhalt von € ist

vol(Q) := /QdQ.

Im allgemeinen ist eine Fliache nicht durch eine einzige Parametrisierung darstellbar. In solchen
Fallen zerlegt man die Flache in geeignete Teilmengen, integriert iiber diese und addiert dann die
Integrale auf. Dies soll anhand des néchsten Beispiels erldutert werden.
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Beispiel 2.11.11 Sei o : ]Ja,b] — R stetig differenzierbar und gelte o(¢) > 0 fiir alle ¢ € ]a,b].
Dann heif3t
Q= {(&,6,8) € R®: & € a,b[und & + &5 = 0(53)2}

die von o erzeugte Rotationsfliche. Die Einschrankungen von
YR x Ja,b[ — R® | ah(xy,29) := (cos(x1)o(zz),sin(x1)o(x2), z2) ,

auf Uy := 0,27 x ]a,b[ und Uy :=]—m, 7| X ]a, b] sind Parametrisierungen von ¢(Uy) bzw. 1(Us).
Wir setzen

By :=(10,7] x Ja,b)) C ¢(U1) und By :=¢(]—m,0] x Ja,b]) C (V)

Dann ist B1 ﬂBQ = 0 und B1 UBQ =Q. Da

1o} .
8—11)(11,;@) = (—sin(z1)o(x2), cos(z1)o(x2),0)
1
und
o / . /
87(351’3“"2) = (cos(x1)0’ (z2),sin(z1)0’ (22),1) ,
T2
ist
911(5517%2) = 0(552)2 ) 912($1,$2) = 921(3317932) =0, 922(3017932) =1+ 0/(962)2
und somit

G(I‘l,iﬂg) = 0'(1172)\/ 1 + 0'/(562)2 .

Insgesamt erhalten wir, dass

vol(Q) = / o + / o
Bl BQ

J RN SR T
= /7r dzy - /ba(mg)mdxg
= 2ﬂ/ba(t)mdt .

Ist zB.a=0,b=1und o(t) :=t, so ist vol(Q) = v/27. O

Wir wollen jetzt noch ein weiteres Flidchenintegral einfithren. Dazu ben6tigen wir den Begriff der
Orientierung.

Definition 2.11.12 Sei Q C R? eine Fliche und sei i) : U — R? eine Parametrisierung von Q.

(i) FEine Parametrisierung 1; :U — R3 von §) heifit &quivalent zu ¢ : <= Der durch i = ﬂo@
bestimmte Diffeomorphismus ® : U — U geniigt der Bedingung

det(D®(z)) >0 firalle z€U.

(ii) Fine Orientierung von ) ist eine Aquivalenzklasse von Parametrisierungen von §.

(iii) Q heifit orientiert : <= Es ist eine Orientierung von Q fiziert.

Sei in den nachstehenden Uberlegungen © C R? eine orientierte Fliche und seien 9 : U — R? und
Y : U — R3 zwei Parametrisierungen von  aus der fixierten Orientierung.
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Lemma 2.11.13 Sei f: Q — R, set B C Q messbar und sei 1 <i < j < 3. Dann ist

(f o) - det(D (e, ¥;)) dpr

¢Y=H(B)

[ (ow)deuD v dne = [
¢v=1(B)
wobetr die Eristenz eines der Integrale die Existenz des anderen impliziert.

Beweis. Sei wieder ® : U — U durch ¢ = ¢) o ® bestimmt. Nach Voraussetzung ist det(D®) > 0.
AufBlerdem gilt nach Kettenregel

D(ti, 93) () = D(s, ) ((x)) 0 DB () .
Mit Satz 2.10.12 folgt

/ (f o) - det(D(¥y, ¥;)) dpuy, = / (f o) - (det(D(t, 1)) 0 @) - det(DP) duy,
P»=1(B) »—1(B)

:/ (f o ) - det(D(s, ;) dp -
P»=1(B)

Lemma 2.11.13 rechtfertigt

Definition 2.11.14 Fiir eine Abbildung F = (Fy, Fy, F3) : Q — R3 und eine messbare Menge
B C Q) sei

/ “(F(€),d€) = / (F1(€) déadts — Fo(€) dérdes + Fi(€) déyde)
B B

= [ (o) et(Dl ) = (P 00)-det(D, )
+ (Fs 0 9) - det(D(tp1, ¢2)) dpr,

vorausgesetzt das letzte Integral existiert.

Beispiel 2.11.15 Seien 2, B und v wie in Beispiel 2.11.9 und sei Q2 mit der durch 1) reprisentierten
Orientierung versehen. Man berechnet, dass

det(D(2p1,¥2) (w1, 22)) =1,  det(D(1,13)(x1,x2)) = sinh(za) , det(D(tp2,3)(x1,22)) = 0.
Folglich ist

/ *(€,d¢) = / (—zg sinh(zg) + cosh(za)) dur (21, x2)
B [0,1]x[0,1]

1 1
= —/ 29 sinh(zs) das + / cosh(zg) dxg = — cosh(1) + 2sinh(1) .
0 0

Sei n: Q — R3 durch )
_||ov O] 9w O
") =5 Ba || By ¥ B
Wie man leicht sieht, hingt die Definition von der Orientierung von €2, nicht aber von der Wahl
der Parametrisierung aus der Orientierung ab.

Definition 2.11.16 Die Abbildung n: Q — R? wird das Einheitsnormalenfeld von ) genannt.
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Satz 2.11.17 Fiir jede Abbildung F : Q — R3 und jede messbare Menge B C Q gilt

[ wtre.ag = [ (Fnyan.

Beweis. Es ist

O O _ (O Oys 05 Oyn OsOvs _ OYrOys 0y 0ya _ Oz OYn
8x1 8152 8:01 8382 81'1 81'2’ 8%1 8x2 61'1 81'2’ axl 6162 8x1 8x2

= (det(D(t2,%3)), — det(D(31,43)), det (D (11, 12)) -

Da bekanntlich

v x w||* = det ( <<Z:]’ 1;>> <<Z)’ EUU>> > fir alle v,w € R?,

haben wir weiter

oY o
Somit ist
_ o | L)
/B<F711> 2 = /,/)—1(3) 81‘1 % 8582‘ <F ¢7 6 % 8172 \/ad L

o 81/J>
= Fot, — x — )d
‘/wl(B)< Ow (9£E1 8x2 HL

_ / S(F(€),de) .
B
[l

Kann die Flidche € nicht durch eine einzige Parametrisierung beschrieben werden, so berechnet
man [, *(F(£),d¢) wieder mittels einer geeigneten Zerlegung von Q.

Wir betrachten jetzt folgende Situation. Es sei M C R? eine von einer Fliiche 2 berandete offene
beschrinkte Menge. Zum Beispiel sei M eine offene Kugel. Sei 2 so orientiert, dass das Einheitsnor-
malenfeld n von 2 nach auflen gerichtet ist, d.h. zu jedem £ € Q existiert ein € > 0 mit +tn(§) €
fiir alle t € ]0,¢[. AuBerdem sei V' C R? eine offene Menge mit M U C V. Ist F ein differenzier-
bares Vektorfeld auf V, d.h. eine differenzierbare Abbildung F : V — R3, so bezeichne div(F) die
Divergenz von F'. Es ist also

_O0Fy  O0F, OF3

—:V-=R.

le(F)—T&+T&+ 863

Satz 2.11.18 (Gaussscher Satz im Raum) Seien M, Q und V wie oben angegeben. Fiir alle
stetig differenzierbaren Vektorfelder F auf V' gilt dann

/Q “(F(€), de) = / div(F) dp, .

M
Beweis. Vgl. Giinther u.a., Grundkurs Analysis, Teil 3, Anschnitt 11.5.2. O

Satz 2.11.18 wird auch als Satz von Gauss-Ostrogradski zitiert.

Beispiel 2.11.19 Wir betrachten die offene Kugel B? = {§ ER3: €| = r}, r > 0, und das
Vektorfeld F : R? — R3, F(¢) := & Da B? von S? berandet wird, gilt nach den Sitzen 2.11.17
und 2.11.18

/ (Fyn)dS? = [ div(F)dur -
52 B3
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Da aulerdem n(¢) = r~1¢ und div(F)(¢) = 3, folgt

rvol (§2) =r [ dS? :/ (F,n)dS? = div(F)dpr = 3/ dpr, = 3vol (BY) .
Sz S2 B}

B}

Wir erinnern daran, dass der Laplace-Operator A : C?(V,R) — C°(V,R) durch

o o*f  O0*f O3f
A(f) .—@JF@‘F@

definiert ist.

Satz 2.11.20 (Greensche Formel) Seien M, Q, V und n wie oben beschricben. Fiir alle f; €
CH(V,R) und alle fo € C*(V,R) gilt dann

/ (F1A(f2) + (grad(f1), grad(fo)) dpg, = / Filgrad(f2),n) 9.
M Q

Beweis. Man wende die Sétze 2.11.17 und 2.11.18 auf das Vektorfeld F' = f; grad(f2) an. d
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