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Kapitel 1

Vektoranalysis

1.1 Untermannigfaltigkeiten von R"

Die Elemente von R"™ schreiben wir in der Form
_ 1 n . i . .
xf(x,...,x) mit z'eR fir i=1,...,n.

Mit © (R™) bezeichnen wir das System der offenen Teilmengen von R™ und mit (a) fiir a € R”
das System der Umgebungen von a, d.h.

Ua)={UeOR"):acU} .
Im folgenden sei U € O (R™).

Definition 1.1.1 Fine Abbildung ¢ = (<p1, .. ,<pm) : U — R™ heifft einmal stetig differen-
zierbar oder C'-Abbildung, falls die partiellen Ableitungen

ap*
OxJ

U - R, i=1,....m und j=1,...,n

existieren und stetig sind. Sie heifit k-mal stetig differenzierbar oder C*-Abbildung fiir eine
1

Y cxistieren und (k — 1)-mal stetig

natirliche Zahl k > 2, falls alle partiellen Ableitungen D7

differenzierbar sind.

Den Raum aller C*-Abbildungen ¢ : U — R™ fiir k € N bezeichnen wir mit C* (U, R™). Auerdem
sei CY (U,R™) der Raum aller stetigen Abbildungen ¢ : U — R™. Es gilt

c®(U,R™) D C* (U,R™) D C? (U,R™) ... .
Definition 1.1.2 Fine Abbildung ¢ : U — R™ heifit glatt oder C*°-Abbildung, falls

w e C*(UR™) firalle keN.

Der Raum aller glatten Abbildungen ¢ : U — R™ ist

C>(U,R™):= (] C* (U,R™) .
keN

Sei auch V € O (R™).
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Definition 1.1.3 Eine Abbildung ¢ : U — V heifit C'-Diffeomorphismus, wobei | € N oder
I =00, falls ' : V — U existiert und

e CHURY) und ¢ 'eC (V,R").

Ist ¢ = (¢*,...,¢™) € C* (U,R™) und z € U, so bezeichne Dy(x) sowohl die Jacobi-Matrix

)

Op! 0!
Dy(z) = : :
Op™ ™

als auch die dazu korrespondierende lineare Abbildung Dy(x) : R™ — R™.
Bekanntlich gilt:

Satz 1.1.4 Sei ¢ € C' (U,R™) mitl € N oder | = co und sei a € U. Ist Dy(a) invertierbar, so
existiert ein solches Uy € U(a) mit Uy C U, dass

<P|U0 : Uo — ¢ (Uo)

ein C'-Diffeomorphismus ist. O

Beispiel 1.1.5 Die Abbildung ¢ : R — R, ¢(z) = 23, ist bijektiv und glatt. Sie ist aber kein
C'-Diffeomorphismus, denn ¢! ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar. O

Vereinbarung: Im weiteren ist mit “Diffeomorphismus” stets “C°-Diffeomorphismus” gemeint.

Sei jetzt d € {0,...,n} und sei
RY .= {xER”:de:...:x”:O} und H? .= {xGRfL:deO} .
Definition 1.1.6 (1) Eine nichtleere Menge M C R™ heifit d-dimensionale Untermannig-

faltigkeit von R™, falls fiir jeden Punkt a € M eine der folgenden Bedingungen erfillt
1st.

(i) Es existieren ein U € tU(a) und ein Diffeomorphismus ¢ : U — V auf ein V € O (R™)
mat
oMNU)=RINV .

(it) Es eistieren ein U € U(a) und ein Diffeomorphismus ¢ = (¢*,...,¢") : U — V auf
ein V€ O (R") mit
o(MNU)=HINV und ¢%a)=0.

FEin Paar (U,¢) wie in (i) oder (it) wird Karte von M um a genannt. Ein System
{(Us, vi) }ier von Karten von M heifst Atlas von M, falls

MgUm.
el

Die Menge aller Punkte a € M, die die Bedingung (ii) erfillen, wird der Rand von M
genannt und mit OM bezeichnet.

(2) Fine Untermannigfaltigkeit M von R™ heifft Untermannigfaltigkeit ohne Rand, falls
OM = 0.
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Bemerkung 1.1.7 (i) Fir a € M C R”™ kénnen (i) und (ii) von Definition 1.1.6(1) nicht
gleichzeitig gelten.

(ii) Ein Paar (U, ¢) wie in (i) von Definition 1.1.6(1) werden wir im folgenden innere Karte von
M um a nennen.

O

Satz 1.1.8 Ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, so ist OM leer oder eine
(d — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

Beweis. Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, sei a € M und seien U und
¢ : U — V wiein (ii) von Definition 1.1.6(1). Wir zeigen, dass fir be M NU

bedM <= ¢%b)=0 (1.1.1)

gilt. Ist b € M N U und ¢?(b) # 0, so ist ¢?(b) > 0. Folglich kénnen wir V; € 4(¢(b)) so wihlen,
dass
VoCV und y?>0 firalle yeV.

Fiir Uy = ¢~ 1(Vp) € 4(b) und den Diffeomorphismus
900:90|U03U0HV0
haben wir dann
wo(MNUy) =oMNUNUy) =oMnU)NpUy) =HINVNVy=HINnVy=RiNV,.

Das bedeutet, dass b der Bedingung (i) aus Definition 1.1.6(1) geniigt. Nach Bemerkung 1.1.7(i)
folgt b ¢ OM. Damit ist eine Richtung von (1.1.1) gezeigt. Die andere Richtung folgt aus der
Definition von OM.

Aus (1.1.1) und
{yeHy:y'=0} =R

erhalten wir

P(OMNU)=R<INY .

Also ist (U, ¢) auch eine innere Karte von OM um a. O

Beispiel 1.1.9 (i) Jede offene Teilmenge von R™ ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
ohne Rand. Jeder d-dimensionale affine Unterraum von R" ist eine d-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit ohne Rand.

(ii) Die Menge {x €eR?:zl2? = 0} ist keine Untermannigfaltigkeiten von R2.

(iii) Der Halbzylinder
M= {9: eR?: (:171)2+ (:1:2)2 =1 und 2% > 0}

ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3 mit

oM = {xERg : ($1)2+ (x2)2=1 und z° :O} :

(iv) Sei M = {x cR?: ‘xl{ < xg}. Dann ist M eine Untermannigfaltigkeit ohne Rand, aber der
Abschluss M von M ist keine Untermannigfaltigkeit von R2.

O

Untermannigfaltigkeiten treten héufig als Losungsmenge von Gleichungen auf.
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Satz 1.1.10 Sei U € O (R"), sei ® € C (U,R"™%) und sei
M:={zecU:®(z)=0}.

Gilt
rank(D®(a)) =n—d fir alle a€e M, (1.1.2)

so ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

Beweis. Gilt (1.1.2), so existieren nach dem Satz iiber implizite Funktionen zu jedem a € M ein
U, € 4(a) und ein Diffeomorphimus ¢, : U, — V, auf ein V, € O (R™) mit

o, l(y) = (y*,...,y") firalle yeV,.
Fiir z € U, folgt
reEM <= B2)=0 = Doy, (v, (2)=0 <= @.(z)cR?.

Also ist
0o (MNU,)=RENYV, ,

d.h. (Ug, ¢q) ist eine innere Karte von M um a. O
Beispiel 1.1.11 (i) Die Sphire
" ={z eR"": |z| =1}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von R™*!. Zum Nachweis dieser
Aussage benutzen wir Satz 1.1.10. Sei ® : R**! — R durch

d(z) =|z]* -1

gegeben. Dann ist
S"={zeR"" :d(z)=0} .

Da
D®(z) = (2331, R 290”“) fir alle 2z € R*!,

gilt auBlerdem
rank(D®(a)) =1 fiiralle a € S™.

(ii) Der Rotationstorus

T? = {x eR3: ( (x)? + (22)* - 7"1>2 +(2%)" = Tg}

mit 0 < 7y < 71 ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von R3. Wir
benutzen wieder Satz 1.1.10. Sei

U={zeRr®: (a")"+ (=)’ #0}

und sei ® : U — R durch

definiert. Dann ist
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Desweiteren ist

D& () = * (

)
o
23

T

und somit

D& (2)[* = 4 (\/ (¢1)* + (22)° — 7"1>2 +4()”

D®(a) #0, dh. rank(D®(a)) =1 fiiralle acT?

woraus sofort

folgt.
O

Ein anderes oft genutztes Konstruktionsprinzip fiir Untermannigfaltigkeiten ist die Beschreibung
durch lokale Parametrisierungen.

Satz 1.1.12 Sei M eine solche nichtleere Teilmenge von R™, dass zu jedem a € M ein ¢ €
C> (W,R"™), wobei W € O (R?), und ein U € U(a) mit

(1) ¥(W)=MnU,
(i1) rank(Dy(y)) = d fiir alley € W
ezistieren. Dann ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von R™.

Beweis. Siehe [1], Abschnitt 3.1. O

Definition 1.1.13 Fine Abbildung v wie in Satz 1.1.12, die aufSerdem injektiv ist, wird Parame-
trisierung oder Parameterdarstellung von M um a genannt.

Bemerkung 1.1.14 Ist M € R" eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ist (U, ¢) eine
innere Karte von M um a € M, so ist ¢ : W — U, gegeben durch

W={yeR':(y,0) €p(U)} und @)= (y,0),
eine Parametrisierung von M um a. 0

Folgerung 1.1.15 Sei W € O (R") und sei ¥ € C°° (W,R™). Dann ist der Graph von ¥, d.h.
die Menge

M ={(y,¥(y):y € W}
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand von R™T™.
Beweis. Fiir die durch 9(y) := (y, ¥(y)) definierte Abbildung ¢ € C> (W, R"™™) gilt
YW) =M

und
rank(Dy(y)) =n firalle yeW.

Mit Satz 1.1.12 folgt die Behauptung. O

Man beachte aber

Beispiel 1.1.16 Die Mengen
M, :={(0,t):t € R} und Msy:= {(t,sin(1/t)):t > 0}

sind Untermannigfaltigkeiten von R?. Aber M; UM, ist keine Untermannigfaltigkeit von R2, obwohl
My N My = 0. O
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1.2 Tangentialriume und Vektorfelder

Im folgenden sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Dabei nehmen wir der
Einfachheit halber M = () an.

Definition 1.2.1 (i) Eine Abbildung v : |—e1,e2] — M mit €1,e2 > 0 heifsit glatter Weg in
M durch a € M, falls

v € C®(]—e1,e2[,R") und ~v(0)=a.
(i) Fin v € R™ heifit Tangentialvektor an M in a, falls ein glatter Weg v in M durch a mit

dy
0=

existiert. Die Menge aller Tangentialvektoren an M in a wird der Tangentialraum an M
in a genannt und mit T, M bezeichnet.

Beispiel 1.2.2 (i) Ist M € O (R™), so ist

ToeM =R"™ firalle ae M.

(ii) Ist M ein affiner Unterraum von R™ und ist E der zugehérende Vektorraum, so ist

T.M =FE firalle aec M.

Satz 1.2.3 Sei (U, ) eine Karte von M um a. Dann ist

T.M = {v € R" : Dp(a)(v) € Rﬁ} .

Beweis. Sei v € T, M und sei 7 : |—¢e1,e2] — M ein glatter Weg durch a mit

dy

dt(O):U.

Dabei konnen wir 0.B.d.A annehmen, dass v(]—¢1,e2]) € U. Da dann o(y(t)) € R fiir alle
t €|—e1,e9[, folgt

Do) =Di(o) (0)) = L2 (0) e m.

Sei jetzt v € R™ mit w := Dy(a)(v) € RE. Wir definieren 7 : |—¢,e[ — U fiir geniigend kleines
€ > 0 durch
(1) = ¢ (pla) + tw) .

Dann ist v ein glatter Weg in M durch a mit

S0/ =D (p7) (@) () =D (¢7) (pla)) o D(a)(v) = v .

Eine unmittelbare Konsequenz von Satz 1.2.3 ist

Folgerung 1.2.4 Fiir jedes a € M ist T,M ein d-dimensionaler Unterraum von R™. O
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Ist M durch eine Gleichung gegeben, so konnen die Tangentialriume T, M folgendermafien be-
stimmt werden.

Satz 1.2.5 Sei U € O (R") und sei M = {x € U : ®(z) = 0} fir ein ® € C> (U,R"™%) mit
(1.1.2). Dann ist fiir alle a € M
T,M = ker(D®(a)) , (1.2.1)

d.h.
T,M ={veR":D®(a)(v) =0} .

Beweis. Sei a € M. Ist v : |—¢,e[ — M ein glatter Weg durch a, so ist
O(y(t) =0 firalle ¢e€]—gef,
was

paa) (o) = %0 0

impliziert. Also gilt
T,M C ker(D®(a)) .

Da wir aufgrund von (1.1.2) auerdem
dimker(D®(a)) = d = dim T, M

haben, folgt (1.2.1). O

Beispiel 1.2.6 Wir betrachten S™ C R"™1. Sei & : R"*! — R wie in Beispiel 1.1.11(i). Dann ist
D®(x)(v) = 2(z,v) fiir alle z,v € R*T!.
Mit Satz 1.2.5 ergibt sich

T.M = {v e R (a,v) = 0} firalle a€S™. (1.2.2)

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition 1.1.2.

Definition 1.2.7 Eine Abbildung F : M — R™ heifit glatt oder C°°-Abbildung, falls zu jedem
ae M einU € Ua) und ein ' € C (U,R™) mit

F(x)=F(x) firale ze MNU

existieren.

Der Raum aller glatten Abbildungen F' : M — R™ wird mit C*° (M,R™) bezeichnet. Statt
C*> (M, R) schreiben wir einfach C*°(M).

Definition 1.2.8 Fiir F € C®° (M,R™), a € M und v € T,M sei
DF(a)(v) := DF(a)(v) , (1.2.3)

wobei F wie in Definition 1.2.7 ist. Die so definierte lineare Abbildung DF(a) : T,M — R™ heifit
das Differential von F in a.

Dass DF(a) durch (1.2.3) korrekt definiert ist, also nicht von der Wahl von F abhiingt, folgt aus
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Lemma 1.2.9 Sei F € C* (M,R™), sei a € M und sei v ein glatter Weg in M durch a. Dann

15t
vr(a (5 0) = 0.

Beweis. Sei F wie in Definition 1.2.7. Dann haben wir

pr(a) (00)) = pte) (B0)) = ° (Zt ) - 4

Definition 1.2.10 FEin Vektorfeld auf M ist eine Abbildung X : M — R™ mit
X(a) e T,M firalle a€ M.

Ein Vektorfeld X auf M heifit glatt oder C*°-Vektorfeld, falls X € C> (M,R™).
Den Raum aller C*°-Vektorfelder auf M bezeichnen wir mit X(M). Wie man leicht sieht, gilt

Lemma 1.2.11 Sind X,Y € X(M) und ist f € C®°(M), so ist auch X +Y € X(M) und fX €
x(M). O

Mit Hilfe von (1.2.2) iiberpriift man

Beispiel 1.2.12 (i) Die Abbildung X : 5? — R3, X(a) = (—a?, a*,0), ist ein glattes Vektorfeld

auf S2.
(ii) Durch
Yi(a) = (—ag,al, —a4,a3) ,
Yo(a) = (—a3,a4,a1, —a2) ,
Ys3(a) = (—a4, —a3,a2,a1)

sind glatte Vektorfelder Y7, Y5, Y3 auf S3 definiert. Fiir diese Vektorfelder gilt
(Yi(a),Y;(a)) = 0;; firalle a€S® und 4,j=1,2,3.
Folglich hat jedes X € X (53) die Gestalt
3
X=>f% mit feCc™(s).
i=1

O

Bemerkung 1.2.13 Wihrend die im letzten Beispiel angegebenen Vektorfelder Y7, Ys, Y3 nirgends
verschwinden, hat das Vektorfeld X zwei Nullstellen, ndmlich im Nord- und im Siidpol. Allgemein
gilt, dass jedes glatte (sogar stetige) Vektorfeld auf S? mindestens eine Nullstelle besitzt. 0

Beispiel 1.2.14 Sei {ey,..., e} die Standardbasis des R™, d.h.

61:(17()’0;""0)’ 62:(()’1;07"')0)5
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Wir definieren das Vektorfeld % auf R™ fiir = 1,...,n durch
x

0
ozt

(x) =e; firalle zeR".

0 0
Da {F(ac), ces W(x)} fiir jedes 2z € R™ eine Basis von T,R™ ist, kann jedes X € X(U) mit
x x

U € O (R") in der Form

X = X'—
; ox*
mit eindeutig bestimmten Funktionen X¢ € C°°(U) geschrieben werden. O

Das letzte Beispiel kann in folgender Weise verallgemeinert werden.

Beispiel 1.2.15 Sei W € O (Rd) und sei ¢ € C™ (W,R") eine Parametrisierung von M. Wir
0
definieren das Vektorfeld — auf ¢)(W) C M fiir i = 1,...,d durch

oy*
0 oY ot oyn .
A = —— = A . , f .
s (00) = 55 0) = (G G ) far yew
, 0 0 . . .
Die Vektorfelder 5l Bl € X(¢(W)) werden die kanonischen Vektorfelder zur Parametri-
Y Y

sierung ¢ genannt. Da nach Voraussetzung rank(Dw(y)) = d fiir alle y € W, bilden die kanonischen
Vektorfelder in jedem a € (W) eine Basis von T, M. Also existieren zu jedem X € X(M) eindeutig
bestimmte X € C®°(W),i=1,...,d, mit

d
X)) = Y X055 () firalle ye W
i=1

Die Funktionen X', ..., X? heifien die Koeffizienten von X beziiglich /. U

Beispiel 1.2.16 Wir betrachten M = R? mit Polarkoordinaten, d.h. mit der Parametrisierung

1 :10,00[ x ]0,27] — R? | ) (yl,yQ) = (y1 cos (yQ) Lyt sin (yZ)) .

Die kanonischen Vektorfelder zu v sind durch

0 : ! 22 x! x?
ayrte) = o)) = (557 ) = | e
V@ + 67 @) + @)
und 5
6—y2(ac) = (—yl sin (yz) Lyt cos (yz)) = (—x27m1)
fiir x = ¢ (y) gegeben. O
Satz 1.2.17 Sei f € C*°(M) und seien %, ey % die kanonischen Vektorfelder zu einer Pa-
Y Y

rametrisierung ¥ € C* (W R™) von M. Dann gilt

Df(a) <8(?/Z (a)> = 3(];7;1/0 (v™Ya)) firalle a€p(W) und i=1,....d.
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Beweis. Sei y € W und i € {1,...,d}. Fiir den glatten Weg
vilmee[—= M, () =P (y+te) ,
gilt 4
T O =50 =5

Mit Lemma 1.2.9 folgt

O

Wir wollen jetzt das Transformationsverhalten der kanonischen Vektorfelder und der Koeffizien-
ten eines Vektorfeldes bei Anderung der Parametrisierung beschreiben. Dazu betrachten wir zwei
Parametrisierungen ; € C*° (W1, R™) und 9 € C*° (W2, R™) von M mit

P1(W) Nepe(Wa) # 0.

AuBerdem fixieren wir ein C'°°-Vektorfeld X auf M. Die Punkte von Wj schreiben wir als y =

(y*,...,y%), die von Wy als z = (2%, ..., 2%). Die kanonischen Vektorfelder zu 1 werden dann mit
0 0

a_yl’ < ay ——; bezeichnet, die zu ¢ mit —— 21 D Die Koeflizienten von X beziiglich 1, seien

X1,...,X¢{, diejenigen beziiglich ¢ seien X1,..., X§. Desweiteren sei

Po1 = (V31, .- ¥8)) 17t (Y1 (W) Napa(Wa)) — by " (1 (W) N tha(Wa))

die durch
Po1(y) = ¥3 ' (1 (y))

definierte Abbildung. Mit diesen Festlegungen gilt:

Satz 1.2.18 (i) Fir alle a € 1 (W) Npa(Wa) ist

d

8‘; (@) =) 881/;2;1 (V1 H(a)) i(a) ,oi=1,....d. (1.2.4)

j=1

(ii) Fir alle z € 95" (b1 (W) Naba(Wy)) st

d
, 0
=3 Xi (43(2)) %Wmﬂyjzhww
i=1

Beweis. Fiir a € 11 (W7) N1 (Ws) haben wir nach der Kettenregel
0 (91#1

5@ = Gt (@)
d
- gai v "2@31 (41" (@)
d
= S ) @
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Damit ist (i) gezeigt. Folglich gilt fiir 2z € 15" (11 (W1) Napa (W)

d

X(2(z) = ZX1 wl o tho(z

d

= ZX:f 1/)1 o Pa(z
i=1

-owmgwmﬂ

& i M&

d
= Z <ZX{ o1 ( (1/}21 (z ))) %(wz(z)) ,

j=1

woraus (ii) folgt. O

Bemerkung 1.2.19 Schreibt man die Abbildung 2, als Koordinatentransformation z = z(y) =
(z1(y), ..., 2%(y)) und identifiziert man a € ¥ (W) N 1h2(Wa) mit y = ¥; '(a) € W1, so erhilt die
Bemehung (1.2.4) die Gestalt

6,2]
(2(y)) -
O
Beispiel 1.2.20 Sei M = R2. Als Parametrisierung von M betrachten wir zum einen
o1 R =R, 4 (v y?) = (v + iyt 7))
zum anderen
g :]0,00[ x ]0,00[ — R? | 4y (zl,zg) = (log (zl) ,log (22)) .
Fiir die Abbildung 191 : R? — ]0,00[ x ]0, 00[ haben wir dann
w21 (y17y2) _ (ey1+y27ey1—y2) .
Also gilt nach Satz 1.2.18
0 L) 0 o2 0
a7 @ = a;l (v'y") 5a@) + 55 (0 v7) 5 5(@)
2 0 2 0
— v +y yi-y? 9
! T o (@) + et T o (@)
0 0
= Fpa@ g5 w)
und
0 ol 0 o3 0
5@ = 5 V) @+ 55 ) 55 @)
2 0 1_,2 0
— ¥ty _ey vt
¢ oz1 g e 022 (2)
0 0
= 18 1 (z) — 22@(@
fir z = Y (yl,yQ) = 1 (21,22). O

Jetzt wollen wir noch erkldren, wie man Funktionen auf M nach Vektorfeldern ableitet. Wir wollen
also jedem X € X(M) eine Abbildung

feC®(M) — X(f) € C*(M)

zuordnen.
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Definition 1.2.21 Fir X € X(M) und f € C>*(M) definieren wir X(f) € C*(M) durch
X(f)(a) :==Df(a)(X(a)) .
Die Funktion X(f) heifit die Ableitung von f in Richtung X.

Fiir die eben definierte Ableitung gelten folgende Regeln.

Satz 1.2.22 (i) Fir X € X(M) und f1, fo € C°(M) ist
X(fi+ f2) = X(f1) + X(f2) und X(f1-f2)=X(f1) fat f1-X(f2).

(ii) Ist b € C= (W,R") eine Parametrisierung von M und sind X*,..., X? die Koeffizienten
von X € X(M) beziiglich 1, so gilt fiir f € C°(M) undy € W

X)) = S X020

Beweis. Die Aussage (i) rechnet man einfach nach. Die Aussage (ii) folgt aus Satz 1.2.17. Ist
némlich ¢ € C°° (W, R") eine Parametrisierung von M und sind X!,..., X 4 die Koeffizienten von
X € X(M) beziiglich v, so haben wir fiir alle y € W

X(NWE) = D)X ()

N
= DY) (_ZXZ(y)
d
— in(y) Df(4(y)) (8(Zi (w(y))>

- ZX% Aoy,

O
Bemerkung 1.2.23 (i) Aus Satz 1.2.22(ii) folgt, dass die Funktion X (f) fiir X € X(M) und
f e C=(M) tatsichlich wieder glatt ist.
(ii) Ist M = R™, so gilt nach Satz 1.2.22(ii) fiir f € C®°(M)undi=1,...,n
9 (= 9f
oxi ™
Das heifit, die Ableitung von f in Richtung pe ist die partielle Ableitung von f nach z*.
x
O
Bisher haben wir vorausgesetzt, dass M ohne Rand ist. Man iiberpriift aber leicht, dass sich die

obigen Betrachtungen in naheliegender Weise in eventuelle Randpunkte fortsetzen lassen. Insbe-
sondere hat man

Definition 1.2.24 Sei M eine Untermannigfaltigkeit von R™ und sei a € OM. Der Tangen-

d
tialraum an M in a besteht aus allen Vektoren der Form d—Z(O) fiir eine glatte Abbildung
v:[0,e[ = M oder vy :]—¢,0] = M mit v(0) = a
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1.3 Gradient, Divergenz und Laplace-Operator

Sei M wieder eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und bezeichne ( , ) wie bisher das
Euklidische Skalarprodukt in R™.

Definition 1.3.1 (i) Die Zuordnung, die jedem a € M das Skalarprodukt
(v1,v2) € T,M X Ty M — (v1,v2) €R
in Ty M zuweist, wird Riemannsche Metrik von M genannt.
(ii) Seip € C°° (W,R™) eine Parametrisierung von M. Die durch

550) = {5 (V). 5 (W)

definierten Funktionen g;; € C°(W), 1 < 4,j < d, heiffen die Koeffizienten der Rie-
mannschen Metrik von M beziiglich .

Beispiel 1.3.2 Sei M = W € O(R") und sei ¢ € C* (W,R") die identische Abbildung. Die

0
kanonischen Vektorfelder zu v sind dann die auf W eingeschrinkten Vektorfelder 9ol B
x x
(vgl. Beispiel 1.2.14). Da
p () =e¢; firalle ze€W,
folgt
gij(x) =0;; firalle zeW wund 1<4,j<n.
O
Beispiel 1.3.3 Sei M = R? und sei 9 wie in Beispiel 1.2.16. Dann ist
0 . 0 .
a1 (VW) = (cos (y?) ,sin (y*)) und a2 (Y W) = (—y'sin (y°) ,y" cos (y°)) -
Folglich gilt
guly) = 1,
g12(y) = ga(y) = 0,
2
g2(y) = (¥') -
O

Beispiel 1.3.4 Bezeichne ayx den Nordpol von S, d.h.
an = (0,...,0,1) € R™*1,

Wir definieren wie folgt eine Abbildung mn : S™\ {an} — R". Ist a € S™\ {an}, so sei (7x(a),0) €
R+ der Schnittpunkt der Geraden durch a und ay mit der Hyperebenen R” +1- Die Abbildung
mn wird stereographische Projektion genannt. Wie man leicht iiberpriift, gilt

1
=T (a*,...,a") fiiralle a€S™\ {ax}.

mn(a)
AufBlerdem ist 7wy umkehrbar. Die Umkehrabbildung

YN =t i R™ — S\ {an}
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ist eine Parametrisierung von S™. Da

1 ,
wN(y):W(2yl,...,2y",|y|2—l) fiir alle y e R"™ |
ist
) -2y o ) 2 :
(UNW) = ———3 2y er + (lyl" = 1) entr | + —5 = (€& T+ ¥'ena
ayz (|y‘2+1)2 kZ:l ( ) n |y|2+1 ( n )
fir + = 1,...,n. Damit berechnen wir, dass

(s ) s (o0

49ty 5 N 2 4 i
= ——— (4ly|*+ 1))+ (0 + ¥y’
o+ 17 A (0 = 0°) s Gl
4yi i i 4in i i
~ ey D) G B ()
(lyf2 +1)?

fiir 4,7 = 1,...,n. Fiir die Koeffizienten g;; der Riemannschen Metrik von S™ beziiglich 1n gilt
also w,
9i(y) = ——— -
(ly2 +1)°

O

Um das Transformationsverhalten der Koeffizienten der Riemannschen Metrik bei Anderung
der Parametrisierung zu beschreiben, betrachten wir wieder zwei Parametrisierungen v; €
C*® (W1,R™) und 2 € C* (W2, R™) von M mit

Y1 (Wh) Napa (Wa) # 0.

Seien gilj die Koeffizienten der Riemannschen Metrik beziiglich ¢; und g7, die Koeffizienten
beziiglich ¥5. Mit Hilfe der Abbildung

o1 7t (hy (W) Napy (W) — 003 (1 (W) Naha (W), hoa(y) = 005 (11 ()

konnen die g}j dann folgendermafien aus den g7, berechnet werden.

Satz 1.3.5 Fiir alle y € ¢y (Y1 (W) Npg (Wa)) und i, j = 1,...,d ist

ok ol
) = 3 TG Wk (v )
k=1

~

Beweis. Dies folgt aus Satz 1.2.18(i). O

Wir ordnen jetzt jeder glatten Funktion auf M ein Vektorfeld zu.

Definition 1.3.6 Sei f € C°(M). Ist a € M, so sei grad(f)(a) € T,M durch
Df(a)(v) = (grad(f)(a),v) fir alle veT,M

bestimmt. Das so definierte Vektorfeld grad(f) auf M heifit der Gradient von f.
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Satz 1.3.7 Sei ¢ € C™ (W,R") eine Parametrisierung von M, seien g;; € C*° (W,R), i,j =
1,...,d, die Koeffizienten der Riemannschen Metrik beziiglich v und bezeichne (gij (y)) firye W
die zur d x d-Matriz (g;;(y)) inverse Matriz. Fir alle f € C>®(M) und alley € W gilt dann

O/ o d) () 6 (9) 2

d
grad(H(0W) = > =5 y) 5,7 VW)

Beweis. Sei f € C*°(M),y € W und k € {1,...,d}. Nach Satz 1.2.17 ist

D7) () = 2250 .
Da auch
d
<§_j W26 0) s 010 aiyk<w<y>>>
d
- A2 49 ) g0
d
= ; 8(2;1/)) (y) G
d(fo
- )
gilt, folgt die Behauptung. 0

Beispiel 1.3.8 Sei W € O (R") und f € C>°(W). Aus

Df(z)(v) = ﬁ(a@)vi fir €W und veT,W=R"

- i=1 o'
folgt
_(of O N O D
grad(f)(xz) = (a—xl(x), ce 8—%@)) = 2 gy (x) e (z) firalle zeW.
O
Beispiel 1.3.9 Sei M = R? und sei ¢ wie in den Beispielen 1.2.16 und 1.3.3. Dann ist
<g“(y) 9'2(y) ) _ < Lo )
9*'(y) 9% () 0 (yh) '
Nach Satz 1.3.7 haben wir also fiir f € C* (]R2)
_O0(fed) O 1 9(fevp), . O
ERd(NWW) = 5P 5 W)+ s W) 5 06)
O

Beispiel 1.3.10 Sei M = S™ und sei ¥ die in Beispiel 1.3.4 definierte Parametrisierung von S™.
Fiir alle f € C* (S™) ist dann
2 n

axad(f) () = LT 32U ) 0y
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Als néchstes fithren wir die Divergenz eines Vektorfeldes ein.

Definition 1.3.11 Sei X € X(M). Fir a € M setzen wir

d
div(X)(a) :== > _ (DX (a) (v;) ,vi) , (1.3.1)

=1

wobei {v1,...,v4} eine Orthonormalbasis von T, M ist. Die so definierte Funktion div(X): M — R
heifit die Divergenz von X.

Bemerkung 1.3.12 Durch (1.3.1) ist div(X) korrekt definiert. Sind némlich {vy,...,v4} und

{wi,...,wq} zwei Orthonormalbasen von T, M, so ist
d
UJ;C—z:(qu,vZ)vZ fir k=1,....d
i=1

und genauso
d
vizg (wg,v)w, fir 1=1,...,d,

was . .
D (wg, vi) (wi, v5) = <Z <wk,vi>wk,vj> = (vi,v5) = 0ij
k=1
fir 7,7 = 1,...,d impliziert. Folglich haben wir

d
<DX(G) (wk) awk> = Z <wk7vi> <wk7vj> <DX(a) (UZ) "Uj>

d

)

k=1 k,ij=1
d d

> (Z (wi, ;) <wk,vj>> (DX (a) (vi),v;)

d
= Y OX@ @).0)

O

Fiir die folgende Uberlegung sei d = 1 und 1 eine auf einem offenen Intervall W C R definierte

Parametrisierung von M. Das kanonische Vektorfeld 2 zu v ist durch

dy

0

g, VW) = W' (y)

gegeben und der einzige Koeffizient der Riemannschen Metrik von M beziiglich 1 ist

9(y) = W' (y), ' () -
Sei nun X ein glattes Vektorfeld auf M. Da

eine Orthonormalbasis von Ty, M bildet und da der Koeffizient f € C°°(W) von X beziiglich
durch

(Xo9) (y) = f(y)-¥'(y)
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bestimmt ist, ist

div(X)(¥(y)) = DX(()(v),v)

d.h.

div(X) (¢ (y)) = Va1 ()

1
V()

Die letzte Beziehung wird durch den néchsten Satz fiir beliebiges d verallgemeinert.

Satz 1.3.13 Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und sei ¢ € C (W, R"™)
eine Parametrisierung von M. Auferdem sei g € C°(W) durch

g(y) = det (g:5(y))

definiert, wobei g;; € C*(W), i,j =1,...,d, die Koeffizienten der Riemannschen Metrik von M
beziiglich 1) sind. Ist dann X € X(M) und sind X* € C°(W), i = 1,...,d, die Koeffizienten von
X beziiglich v, so ist

div(X) (9 ( ! Z \f XZ) (y) fir alle yeW.

Beweis. Siehe [1], Abschnitt 3.2. O

Bemerkung 1.3.14 Aus Satz 1.3.13 folgt insbesondere, dass div(X) fiir X € X(M) eine C*°-
Funktion ist. O

Bevor wir wieder zu Beispielen kommen, beweisen wir noch
Satz 1.3.15 Fir alle X € X(M) und alle f € C*(M) gilt
div(f-X)=X(f)+ f-div(X) .

Beweis. Sei X € X(M), sei f € C°(M) und sei 1) eine Parametrisierung von M. Sind X,
i=1,...,d, die Koeffizienten von X beziiglich 1, so sind (fov)- X% i =1,...,d, die Koeffizienten
von f - X. Nach Satz 1.3.13 und Satz 1.2.22(ii) haben wir folglich

div(f - X))oy = %Z (f o1/;)\/_X1)
(o ; 9 (g X7
—»ﬁ;< 9 GX+(fop) @z)
4o af ot D (YGX°
_ ZXl ( f\/;; \/_ )

- iqu+w ) - (div(X) 0 )
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Beispiel 1.3.16 Sei W € O (R") und sei

d
.0
X=>X o7 €XW).
=1

0 0
Da { (). .., W(m)} fiir jedes z € W eine Orthonormalbasis von T, W ist, haben wir
x

dv(X)(@) - ;<Dx<x> (@) )

_ Z (D7) (@) @) @)

<%j(a:)%(x)’ aii (x)> ’

I
M=

i,7=1

also

—(z) firalle zeW.

7

div(X)(z) = Z %f :

0

Beispiel 1.3.17 Sei M = R? und sei ¢ wieder wie in den Beispielen 1.2.16 und 1.3.3. Dann ist
2
9y) = (v')" -
Fiir X € X (R?) gilt folglich

o (yr X1 9 (v' X2

div(X)((y)) = % (y;y(l(y)) +yi1 (ya);(y))
X'(y) , 0X! oX?2

yl + 8y1 (y) + 8y2 (y) )

wobei X! und X? die Koeffizienten von X beziiglich ¢ sind. Ist insbesondere X (z) = (—x2,x1),
so ist (vgl. Beispiel 1.2.16)

0
x=2
oy?
und somit
div(X)=0.
Ist dagegen X (z) = (z',2?), so haben wir
X)) =9 (69))
W)=y 55 (0W).
woraus
div(X) =2
folgt. O

Beispiel 1.3.18 Seien Y;,Y, € O (R3,R3) durch

Vi(z) = (—2*,2',0) und Yy (z) = (ffzzlx‘g, —2?23,1 — (z3)2)
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definiert. Indem wir }71 und 172 auf S? einschriinken, erhalten wir Vektorfelder Y7,Ys € I(SQ).
Diese Vektorfelder sind orthogonal. Genauer gilt

Vi@ = Va(@)? = 1= (¢*)° und (Vi(a),Ya(a)) = 0

fiir alle a € S2. Ist also a # (0,0,=£1) , so ist

1 1
{7ﬁ()—ﬁ”}

eine Orthonormalbasis von T, S? . Nach Definition der Divergenz und wegen

~ 0 -1 0 ~ a® 0 al
DYi(a)=| 1 0 O und DYz(a)=—[ 0 a&* a?
0 0 O 0 0 2a

haben wir folglich

div(Yi)(a) = T ;3)2 ((DY1(a) (Y1(a)),Yi(a)) + (DY1(a) (Ya(a)), Ya(a)))
= zag)Q <<DY1(a) (Yi(a)) ,Yl(a)> + <DY1(a) (Ya(a)) ,YQ(Q)>)
- 12(13)2 (((=a',=a0), (=a*a',0))
+ <(a2a3, —a1a3,0) ’ (_ala37 —a2a® 1 — (a3)2>>>

und analog

div(Yz)(a)
= = zas)g ((D¥2(a) (Vi(@)), Yi(a)) (D2 (a) (Ya(a)) , Ya(a)))
= — ;3)2 ({(a%a*, ~a'a".0) . (~a?.a",0))
+{(20" (a°)" - a'20% (*)" = 02,20 ()" = 1) ), (—a'e?, —a%a®,1 = (*)7) )
(@2 @) @) 2 @ )

O

Den Laplace-Operator von M definieren wir jetzt als Verkniipfung von Gradient und Divergenz.
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Definition 1.3.19 Wir definieren A : C°(M) — C*°(M) durch

A(f) = div(grad(f)) -

Diese Abbildung heifit der Laplace-Operator oder auch Laplace-Beltrami-Operator von M .

Der Laplace-Operator ist offensichtlich linear, d.h. fiir alle f1, fo € C*°(M) und A\, Ay € R ist

A (Aifi+ Aaf2) = MA(f1) + XA (f2) -

Auflerdem gilt:

Satz 1.3.20 Fiir alle f1, fo € C°(M) ist

Afr-f2) = fr- A(f2) + fa- A(f1) + 2 (grad (f1) , grad (f2)) -

Beweis. Aus
grad (f1 - f2) = f1 - grad (f2) + f2 - grad (f1)
und Satz 1.3.15 folgt

A(fi-f2) = div(grad(fi- f2))

div (f1 - grad (f2)) + div (f2 - grad (f1))

= grad (f2) (f1) + f1 - div (grad (f2)) + grad (f1) (f2) + f2 - div (grad (f1))
(grad (f1),grad (f2)) + f1 - A(f2) + (grad (f2) , grad (f1)) + f2 - A (f1)
= fi-A(fo) + f2- A(f1) +2(grad (f1),grad (f2)) .

Beziiglich einer Parametrisierung hat der Laplace-Operator folgende Gestalt.

Satz 1.3.21 Sei ¢ € C*° (W,R"™) eine Parametrisierung von M. Dann gilt fir alle f € C(M)
d
L0 (pen
T = Z a \/§ i g” )
V9 52 0y dy

wobei gt € C®*(W), i,j=1,...,d, und g € C>(W) wie in den Sitzen 1.3.7 bzw. 1.3.13 sind.

A(f) oy =

Beweis. Ist f € C°°(M), so gilt nach Satz 1.3.7 fiir die Koeffizienten grad(f)? von grad(f)

(foy)

d(f)! = gl j=1,...,d.
grad(f) ; A A
Nutzt man nun noch Satz 1.3.13, so erhilt man die Behauptung. g

Beispiel 1.3.22 Sei M =W € O(R"). Aus den Beispielen 1.3.8 und 1.3.16 folgt, dass

62
:vi];Q fir alle fe C®(W).

AN=21
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Beispiel 1.3.23 Wir betrachten M = R? wieder mit der in Beispiel 1.2.16 definierten Parametri-
sierung 1. Dann ist

gty =1, ¢*@) = 12, g% =g (») =0 wnd g(y) = (v")" .

Folglich gilt nach Satz 1.3.21 fiir f € C* (RQ)

NG 5(% <y1<’9<g_;1/’>(y))+ 2 <yla<g;2¢> . (;)2»

aQ(fOT/’)( 1)+i8(f0¢) + 1 82(]‘107@(9).

o VT o WL e

Beispiel 1.3.24 Sei M = 5% und sei f € C*(5?%) die “Hohenfunktion”, d.h.
fla)=a® fir acS?.

Dann ist
Df(a)(v) =v* fir veT,S?.

Andererseits gilt fiir das Vektorfeld Y, aus Beispiel 1.3.18 und v € T, 52
(Ya(a),v) = <(—ala?’7 —a’a®,1 - (a3)2) , (vl,v2,03)>

—a® (alvl + a2v2) + (1 — (a3)2> V3

(%) 0* + (1= (a*)) o?

= ’US.

Dabei wurde benutzt, dass v € T,5% genau dann gilt, wenn (a,v) = 0, d.h. wenn

a'vl + a’v? = —a®v® .

Wir erhalten, dass
grad(f) =Yz .

Da, wie in Beispiel 1.3.18 gezeigt,
div(Y3)(a) = —2a* ,

folgt
A(f) = —2f .

Die Funktion f ist also eine Eigenfunktion des Laplace-Operators auf S? zum Eigenwert —2. [

1.4 Differentialformen und dufleres Differential

Wir stellen zunichst einige Dinge aus der multilinearen Algebra bereit. Fiir Beweise und wei-
terfithrendes Material verweisen wir auf [4].

Sei E ein d-dimensionaler reeller Vektorraum.

Definition 1.4.1 Sei p € N. Fine p-Form auf F ist ein Abbildung w : EP — R, die multilinear
und alternierend ist, d.h. folgenden Figenschaften gendigt.
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(1) Fir alle vi,...,vp—1 € E und alle i =1,...,p ist die Abbildung
vEE—w(vr,...,0-1,0,0,...,0p—1) €ER
linear.

(i1) Fiir alle v1,...,v, € E und alle 1 <i < j <p ist

W(UL-~-avi—laviavi-i-h'"7’Uj—1avjavj+17"'avp)

= —w (U1, Vi1, U, Vi 1s o+ oy Uj— 1, Vi Vg1, - - -, Up)
Den Raum aller p-Formen auf E bezeichnen wir mit AP(E). Zusdtzlich setzen wir A°(E) := R.

Bemerkung 1.4.2 Die Bedingung (ii) aus Definition 1.4.1 ist dazu dquivalent, dass
W (V15 Vi1, VU, Vi 1y, U1, U, Vg 1y -5 Up) = 0
fiir alle v,v1,...,vp € Fundalle1 <i<j<p. d

Offensichtlich ist AP(E) ein reeller Vektorraum. Insbesondere ist A'(E) der Raum aller linearen
Abbildungen L : E — R, also der duale Raum E* zu FE.

Beispiel 1.4.3 Die durch

vi Un
w(v1,...,0,) = det : : fir v,...,v, €R”
vy Uy
definierte Abbildung w : (R")" — R ist eine n-Form auf R™. O

Wie iiblich bezeichne S;, die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,...,p. Ist 7 € S, so sei
sign(7) das Signum von 7.

Definition 1.4.4 Das #uflere oder alternierende Produkt w! A w? € APY9(E) zweier Formen
w! € AP(E) und w? € N(E) ist durch

1 .
W Aw? (1, Uptg) = o Z sign(7) w' (’L}T(l), e ,UT(p)) w? (UT(p_H), . ,vT(p+q))
T TESpig

definiert. Auferdem setzen wir fiir A\ € A°(E) und w € AP(E)
ANw:=Aw und wAA:=Aw.
Das #uflere Produkt geniigt folgenden Gesetzen.
Satz 1.4.5 (i) Antikommutativitit: Fiir w' € AP(E) und w? € A(E) gilt
W Aw! = (=1)Plwt Aw?.
(ii) Assoziativitit: Fir w' € AP(E), w? € AY(E) und w® € A™(E) gilt

(wl/\w2)/\w3:w1/\(w2/\w3) .
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(iii) Distributivitit: Fir w',w? € AP(E), w3 € A(E) und X € R gilt

(w1+w2)/\w3:w1/\w3+w2/\w3 und ()\wl)/\w?’:)\(wl/\w?’).

O
Sind w!,w? € A1(E), so haben wir nach Definition 1.4.4
wh Aw? (v1,v2) = W' (11) W? (va) — W' (V) wW? (v1)  fiir v, 09 € E.
Dies ist ein Spezialfall folgender Aussage.
Lemma 1.4.6 Firw',... ,w? € AY(E) und v1,...,v, € E ist
wh(v1) .. wl(vy)
WAL AW (vg,. ) = det : :
WP (v1) ... WP (vp)
O
Schliellich ben6tigen wir noch
Satz 1.4.7 Sei {01, e ,ad} eine Basis von E* und sei p € N. Dann bilden die Formen
oA NG 1<d <ip<...<i,<d,
eine Basis von AP(E). Das heifit, jedes w € AP(E) hat die Gestalt
w = Z Wiy .., VA LA
i1 <. <ip
mit eindeutig bestimmten w;, ., € R. O

Aus dem letzten Satz folgt, dass

d
dim AP(E) = ( )
p
und dass AP(E) = {0}, falls p > d.
Sei jetzt M wieder eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".
Definition 1.4.8 Fine Differentialform w der Stufe p auf M ist eine Zuordnung
a€M—w, € AP(T,M) .
Sie heifst glatt, falls fir alle X.1,..., X, € X(M) die durch
W (X1, X,) (@) = wa (X1 (), ., Xp(a))

definierte Funktion w (X1,...,X,) : M — R glatt ist. Den Raum aller glatten Differentialformen
der Stufe p auf M bezeichen wir mit QP (M).

Die Riaume QP (M) sind reelle (unendlichdimensionale) Vektorrdume. Insbesondere ist
QM) =C>(M) .
AuBlerdem konnen wir eine Funktion f € C°°(M) und eine Form w € QP (M) vermoge
(f - w)e=fla) wg fir aeM
miteinander multiplizieren.

Im folgenden werden wir statt “Differentialform der Stufe p auf M” einfach “p-Form auf M”
schreiben.
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Beispiel 1.4.9 Ist X € X(M), so sei nx € Q'(M) durch
(nx)a(v) =(X(a),v) fir aeM und veTl,M
gegeben. Wie man leicht sieht, ist die so definierte Abbildung
X € X(M) — nx € QY (M)

ein linearer Isomorphismus. 0

Beispiel 1.4.10 Wir definieren die 1-Formen dz? auf R®, s = 1,...,n, durch

(dxi)m <%(z)>—§m fir ze€R®” und j=1,...,n.

Offensichtlich gilt dz?* € QY(R") ;i=1,...,n . O
Das letzte Beispiel konnen wir folgendermaflen verallgemeinern.

Beispiel 1.4.11 Sei ¢ € C°°(W,R") eine Parametrisierung von M. Wir definieren 1-Formen dy’
auf Y(W),i=1,...,d, durch

(dyi)a (aayj(a)>5ij fir aecy(W) und j=1,...,d.

Ist X € X(M) und sind X!,..., X% die Koeffizienten von X beziiglich ¢, so gilt
X' =dy'(X) o).
Folglich ist dy® € Q! (y(W)) fiir i = 1,...,d. O

Definition 1.4.12 Sei w! € OP(M) und w? € QI(M). Die Form w' A w? € QPT9(M) ist durch
(w1 A wz)l = w}g A wg
definiert. Fir w* € QP(M), w? € Q4(M) und X1,...,Xprq € X(M) gilt also

1 .
wl A w? (Xq,... ,Xp+q) = F Z 51gn(7') w! (XT(l), . ,XT(p)) w? (Xr(p+1)7 . ,X.,.(p+q)) .

T TE€Spiq

Aus Satz 1.4.7 folgt, dass jede p-Form w auf U € O(R™) die Gestalt

w= Z wiy..i,da™ AL A da'
i1 <...<ip
mit eindeutig bestimmten Funktionen w;,. ;, : U — R hat. Dabei ist w genau dann glatt, wenn

alle Funktionen w;, ., : U — R glatt sind. Analog sind fiir eine Parametrisierung ¢ € C°°(W,R")
von M und ein w € QP (M) durch

Wp) = Y wini, 0) (AT AL YY) 0y EW
i1 <. <ip

Funktionen wj, 5, € C®°(W), 1 <43 < ... < i, < d, bestimmt. Diese Funktionen werden die
Koeffizienten von w beziiglich ¢ genannt. Offensichtlich ist

0 0
wil.._ip = w <8y‘1 yoaoy ay"P> @) w . (141)

Wir ordnen jetzt jeder Funktion f € C°°(M) eine Form df € Q'(M) zu.
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Definition 1.4.13 Sei f € C°°(M). Wir definieren df € QY(M) durch

(df)a(v) =Df(a)(v) fir ae M und veT,M.

25

Lemma 1.4.14 Sei ¢p € C®(W,R") eine Parametrisierung von M und sei f € C>°(M). Die

Koeffizienten von df beziiglich v sind dann

(@), = A0

Beweis. Fiir die Koeffizienten (df); von df beziiglich ¢ haben wir (vgl. (1.4.1) und Satz 1.2.17)

(df)izdf( 0 )WZ o(f o)

. —2  ¢=1,...,d.
oy’ oy’ !

O

Beispiel 1.4.15 Sei ¢ € C*(W,R") eine Parametrisierung von M und seien f; € C*(¢(W)),

i=1,...,d, durch ‘
fiw(y) =y" fir yeWw

gegeben. Dann ist
a(fi
% =0, j=1,...,d

woraus mit Lemma 1.4.14

. A(fio) i i
dfi:ZTyjdyJ:dy

Jj=1

folgt.

O

Wir wollen jetzt die Abbildung d : Q°(M) — Q!(M) verallgemeinern und jeder Form w € QP(M)
eine Form dw € QPF'(M) zuordnen. Dazu nehmen wir zuniichst an, dass M = ¢(W) fiir eine
Parametrisierung ¢ von M. Ist dann w € QP(M) und sind w;,..;, € C*(W), 1 < <... <ip, < d,

die Koeflizienten von w beziiglich ¢ , d.h. gilt

w= Z (Wz'l...v:,, o 1/}71) dy™ AL Ady'e

i1 <...<lp

So setzen wir

dw = Z d(wiy.iy 0¥ ) Ady™ AL Ady™

i1 <...<lp

d
Owi, i . . .
- ¥ Z(ifuwﬂwAwwnﬁww
oy’

i< <ip j=1

(1.4.2)

(1.4.3)

Satz 1.4.16 Die oben definierten Abbildungen d : QP(M) — QPYL(M), p=0,1,..., haben folgen-

de Eigenschaften.

(E1) Linearitit: Fir w',w? € QP(M) und A, Ay € R ist

d ()\1(,4)1 + /\2w2) = >\1dw1 + /\2d(.d2 .

(E2) Fiir w = f € Q°(M) stimmt (1.4.3) mit der Definition 1.4.13 iiberein.
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(E3) Produktregel: Fiir w' € QP(M) und w? € Q4(M) ist
d(w' Aw?) = (dw') Aw® + (=1)Pw! Adw?.
(E4) Fiir alle w € QP(M) gilt d(dw) = 0.

(E5) Die Abbildungen d : QP(M) — QPYL(M), p = 0,1,..., sind durch (E1) bis (E{) eindeutig
bestimmt und unabhdingig von der Wahl der Parametrisierung .

Beweis. Die Eigenschaften (E1) und (E2) sind offensichtlich. Die Eigenschaft (E3) rechnet man
direkt nach. Ist zum Beispiel f € Q°(M) und w € QP(M), so haben wir

dfrw) = d(f-w)

d Z (((f X 'Wil...ip) o 1/171) dyt A A dy'?

1< .. <idp

> Z < w“ i) o¢1> dy? Ady™ AL Ady'r

i1 <...<ip g=1

- X 3 [(M -1)-<%...ipow—l>

i1 <...<ip g=1

+f- ( (,;1ij oz/)_1>]dyj/\dyi1 A Ady'r

d
_ Z <M ° w—1> dyj A Z (wil...ip o 1/1_1) dyi1 AL A dyi”

oyJ
=1 Y i< <ip

Owi, ...i, j i i
+f Z Z( azyjl )dy]/\dyl/\.../\dyp

i1 <...<ip j=1

= dfAw+ fAdw.
Aufgrund von (E1) und (E3) geniigt es, (E4) fiir w = f € Q°(M) zu zeigen. Hier gilt

d d

_ | Z *(fov) -1 i j
d(df) = E: < ay] >dyj *i-’] ( Oy Dy o >dy A dy?
0*(for) _ b1 P o) o] qui A du —

3 T LA

1<
Zum Beweis von (E5) leitet man die Beziehung (1.4.3) aus (1.4.2) unter alleiniger Benutzung von

(E1) bis (E4) und unter Beachtung von Beispiel 1.4.15 ab. O

Sei die Untermannigfaltigkeit M nun wieder beliebig. Aus Satz 1.4.16 folgt, dass es eindeutig
bestimmte Abbildungen d : QP(M) — QPTL(M), p = 0,1,..., mit (E1) bis (E4) gibt. Dabei ist
dw € QPFY(M) fiir ein w € QP(M) auf der Bildmenge (W) einer Parametrisierung ¢ von M
durch (1.4.3) bestimmt.

Definition 1.4.17 Seiw € QP(M). Die Form dw € QPTY(M) heifit das duBere Differential von
w.

Beispiel 1.4.18 Fiir die Form

w = sin (x1x4) dz! A dz? e Q2 (R4)
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ist

dv = a*cos (x1x4) dz' Ada! Ada® + 2! cos (x1x4) dz* Adz! A da?

= z'cos (x1x4) dz' Adz? Adaz? .

U
Beispiel 1.4.19 Wir betrachten S? mit der Parametrisierung
1
R2 - R?, L2y = 2,22, |yl% — 1
(N — Un (' y%) |y|2+1(y v, |yl )
(vgl. Bsp. 1.3.4). Sei f € C* (5?) gegeben durch f(a) = a®. Dann ist
O(f o) 0 (yF - 1)
Iy’ 9y* \|yl> +1
o2y (P 1) -2y (WP - 1)
(ly[? +1)*
_ W
(ly2+ 1)
fir ¢ = 1,2 und folglich
4
df = —— (yldy1 + y2dy2) .
(lyl? +1)*
O

Beispiel 1.4.20 Sei X € .’{(5’2) durch X(a) = (—aQ,al,O) gegeben. Wir wollen das duflere
Differential von nx € Q! (S’Q) (vgl. Beispiel 1.4.9) berechnen. Dazu benutzen wir wieder die Para-
metrisierung ¥n € C' (RQ, R3) von S2. Wegen

2 (pn(y) = W (200,202 Iyl2 — 1) + —— (1,0,
o' >+ 17 T
0 2y? 16,2 2 2 2
7 (Un(y = — 2y, 2¢%yl" - 1)+ —5——=1(0,1,y
57 (N () a7 ¢ =D+ e 0Ly
ist
0 0 1
2 0 1 9 - (9220
Vo0 (Un(y) +y 947 (¥n(y)) |y|2+1( y?,2y",0)
= X@n() ,
d.h. 9 9
X = — 2 Y 1Y
Y oyt Y Oy?
Hieraus und aus
Yy +1)?
erhalten wir 5 2 5 Lol
(o= () -
dy (lyl? +1) dy (Jyl* +1)
Demnach ist 4
nx = 5 (—ydy' +y'dy?) |
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woraus wir

4
dnx = d (ﬁ) A (=yPdy' +y'dy?) + ———d (—yPdy' + y'dy?)
(Iyl* +1) (Iyl* + 1)
_ 16 Ly 1 239 291, 14 2
= — . _
(y2 +1) (y'dy' +y*dy®) A (—ydy' +y'dy?)
4
(P ap CO Ad v Ay
16 12 3.1 2 2\2 5 2 1 1 2
= ——— (") dy' Ady? = (v*) dy? Ady' ) + ———dy' Ady
(Iy> +1)° ( ) (Jyf> +1)*
_ 8 (lyl* - 1) dy' A dy?
(ly2 +1)°
ableiten. 0

Zum Schluss dieses Abschnitts mochten wir noch das Lemma von Poincaré angeben. Dazu fithren
wir zunéchst folgende Begriffe ein.

Definition 1.4.21 Fine Form w € QP(M) wird geschlossen genannt, falls dw = 0. Sie heifit
exakt, falls eine Form w' € QP~Y(M) mit w = dw’ existiert.

Aufgrund der Eigenschaft (E4) aus Satz 1.4.16 ist jede exakte Form auch geschlossen.

Definition 1.4.22 Fine Menge U € O (R™) heifit sternformig, falls es ein solches xo € U gibt,
dass fiir alle x € U die Verbindungsstrecke Tox von xg und x in U enthalten ist.

Satz 1.4.23 (Lemma von Poincaré) Sei U € O (R"™) sternférmig. Dann ist eine Form w €
QP(U), p € N, genau dann geschlossen, wenn sie exakt ist.

Beweis. Siehe [1], Abschnitt 2.2 oder [7] Abschnitt III.4. O

Folgerung 1.4.24 Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und sei w € QP (M),
p € N, geschlossen. Dann ist die Differentialgleichung dw’ = w lokal lésbar, d.h. zu jedem a € M
ezistieren ein U € t(a) und ein w' € QP~H(M NU) derart, dass

do'=w auf MNU.

1.5 Orientierung und Volumenform

Bezeichne M wie bisher eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Wir definieren
zunéchst, wann M orientierbar bzw. orientiert ist.

Definition 1.5.1 Sei Q%*(M) die Menge der nirgends verschwindenden glatten d-Formen auf M,
d.h.
QP (M) ={we QY M) :w, #0 fir alle a€ M} .

M heifit orientierbar, falls Q%* (M) # (.

Beispiel 1.5.2 Jedes U € O (R") ist orientierbar, denn dz* A ... A dz" € Q&*(U). O
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Sind w!,w? € Q4*(M), so existiert aufgrund von Satz 1.4.7 ein f € C°°(M) mit

w2 = f(a)w! firalle a€ M. (1.5.1)

a

Dabei gilt trivialerweise
fla)#0 firalle ae M.

Wir benutzen dies fiir die Definition einer Aquivalenzrelation auf Q%*(M).

Definition 1.5.3 Sei M orientierbar. Wir nennen w',w? € Q%*(M) orientierungséiquivalent,
falls die durch (1.5.1) bestimmte Funktion f € C*°(M) der Bedingung

fla) >0 firalle ae M

geniigt. Eine Orientierung O,; von M ist eine Aquivalenzklasse der eben definierten Aquiva-
lenzrelation. Die Untermannigfaltigkeit M heifit orientiert, falls eine Orientierung Op; von M
fixiert ist.

Bemerkung 1.5.4 (i) Eine zusammenhéngende orientierbare Untermannigfaltigkeit besitzt ge-
nau zwei Orientierungen.

(ii) Eine Orientierung Ops von M induziert wie folgt fiir jedes a € M eine Orientierung Oy q
des Tangentialraumes T, M. Ist w € Op; und ist {vq,...,v4} eine Basis von T, M, so ist
(v1,...,04) € Oprq genau dann, wenn wg (vy,...,vq) > 0.

O
Fiir die weiteren Uberlegungen benétigen wir noch

Definition 1.5.5 Sei Oy eine Orientierung von M. Fine Parametrisierung b € C° (W, R™) von
M heif$t vertraglich mit Oy, falls

(6%1(@), cey 6iyd(a)> € Opm,q firalle aeyp(W).

Ist die Untermannigfaltigkeit M orientiert, so kann man ihr folgendermafen in kanonischer Weise
eine nirgends verschwindende d-Form zuordnen.

Definition 1.5.6 Sei M orientiert und sei Oy die fixierte Orientierung von M. Wir definieren
dM € Q4(M) durch

(wi,v1) ... {(w1,v4)
(dM)q (v1, ..., vq) = det : : fir aeM und wvi,...,vq€TM,
(wg,v1) ... {wg,vq)
wobei {wy,...,wq} eine Orthonormalbasis von T M mit (w1, ...,wq) € Opq ist. Die Form dM

wird die Volumenform von M genannt.

Bemerkung 1.5.7 (i) Obwohl die Volumenform traditionell mit dM bezeichnet wird, ist sie
i.allg. nicht das duBlere Differential einer (d — 1)-Form.

(ii) Da fiir {wy,...,wq} wie in Definition 1.5.6
(dM)q (W, ..., wq) =1

gilt, ist dM in der fixierten Orientierung Op; von M.
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Zur Berechnung der Volumenform kann man folgenden Satz nutzen. Dabei bezeichnet ¢(y) wieder
die Determinante der aus den Koeffizienten g;;(y) gebildeten Matrix (vgl. Satz 1.3.13).

Satz 1.5.8 Sei M orientiert, sei Oy die fizierte Orientierung und sei ¢ € C*° (W, R™) eine mit
O vertragliche Parametrisierung von M. Dann gilt

(dM)yyy = V9(y) (dy' AL A dyd)w(y) fir alle ye W .

Beweis. Sei y € W fixiert und sei {wi,...,wq} eine Orthonormalbasis von Ty, M mit
(w1, ..., wq) € Oppy(y)- Fiir die durch
d
(dM)w(y) =A (dyl AL Ady )w(y)

gegebene reelle Zahl A\ haben wir dann

N = (@M (a—wwy)),...,a—ydw(wﬁ

Il
o,
(e}
=
VR
/N
T
&
e
.
—
=
<
S~—
S—
\/
N———
&
Il
=
a
N—————

Dies impliziert, dass

Da dM € Op; und ¥ mit Oy vertréglich ist, muss aulerdem A > 0 gelten. Folglich ist

A=g(y) .

O

Bemerkung 1.5.9 Aus Satz 1.5.8 folgt insbesondere, dass die Definition 1.5.6 nicht von der Wahl
der Orthonormalbasis {w1,...,wq} abhingt. Ist also {w1,...,wy} irgendeine Orthonormalbasis
von T, M mit (w1, ...,wq) € O e und ist w, € A4 (T, M) derart, dass

wa(wl,...,wd)zl,

so gilt bereits w, = (dM),. O

Ist U € O (R™), so sei im folgenden als Orientierung Oy von U die Orientierung fixiert, die die
Form daz' A ... A da™ enthilt. Diese Form ist dann auch die Volumenform von U, also

dU =dz' AL A de™ .



1.5. ORIENTIERUNG UND VOLUMENFORM 31

Beispiel 1.5.10 Fiir die Parametrisierung
¥ 210, 00[ x ]0,27[ — R? | ¢ (yl,yz) = (y1 cos (y2) .yt sin (y2)) ,
von R2 gilt
0 0

(do’ Ada?) ) <8y1<w(y>>, W(zp(y))) = y' cos” (y7) +y'sin® (1) =y > 0.

Also ist 1) vertriglich mit Oge und die Volumenform von R? hat in Polarkoordinaten (yl, y2) die
Gestalt
dR? = ytdy! Ady? .

O

In den néchsten beiden Sitzen charakterisieren wir die Orientierbarkeit und die Volumenform von
Hyperflichen, d.h. von (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten von R™ mit Hilfe von so
genannten Einheitsnormalenfeldern.

Definition 1.5.11 Fin glattes Einheitsnormalenfeld auf M ist eine glatte Abbildungn : M —
R™ mat
[n(a)] =1 wund (n(a),v)=0 firale aeM und veT,M.

Definition 1.5.12 Seien M und M’ Untermannigfaltigkeiten von R™ mit M C M'. Fiir eine
Abbildung F € C>® (M,R™) mit F(a) € T,M' fir alle a € M und eine Form w € QP(M'), p € N,
definieren wir ipw € QP~L(M) durch

(irw), (v1,...,Up—1) = we (F(a),v1,...,0p—1) fir a€M wund wvi,...,v,_1 €T,M.

Satz 1.5.13 Fine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von R™ ist genau dann orien-
tierbar, wenn ein glattes Einheitsnormalenfeld n auf M existiert.

Beweis. Sei n ein glattes Einheitsnormalenfeld auf M. Dann ist i,dR" € Q"~1*(M). Ist némlich
a € M und ist {w1,...,w,_1} eine Orthonormalbasis von T, M, so ist {n(a),ws,...,w,—1} eine
Orthonormalbasis von T,R™ und folglich

|(indR™), (w1, ..., wp—1)| = [(dR"), (n(a),w1,...,wp—1)] =1.

Damit ist eine Richtung der Behauptung gezeigt.

Zum Beweis der anderen Richtung nehmen wir an, dass wir eine Orientierung Oy; von M haben.
Sei a € M. Da das orthogonale Komplement (7,M)" von T,M in R" eindimensional ist, ist durch
die Bedingungen

() n(a) € (TaM)",
(b) n(a)] =1 und
(¢) (n(a),wn,...,wp—1) € Orn o fir (w1,...,wp—1) € Opq

genau ein Vektor n(a) € R™ bestimmt. Auf diese Weise erhilt man ein glattes Einheitsnormalenfeld
n auf M. O

Sind M und n wie in Satz 1.5.14, so nennen wir die Aquivalenzklasse von i,dR" € Qn=Lx (M) die
von n induzierte Orientierung von M.
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Satz 1.5.14 Sei M eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und sei n ein glattes
Einheitsnormalenfeld auf M. Beziiglich der von n induzierten Orientierung ist dann

dM =i, dR"™ .
Beweis. Dies folgt aus dem ersten Teil des Beweises von Satz 1.5.13 und Bemerkung 1.5.9. U

Beispiel 1.5.15 Auf S™ C R**! ist durch
n(a) =a

ein glattes Einheitsnormalenfeld definiert. Folglich ist S™ orientierbar. Sei Og» die von n induzierte
Orientierung von S™. Wir gehen der Frage nach, ob die Parametrisierung ¢yn € C'*° (R",R"H)
von S™ ( siehe Beispiel 1.3.4 ) vertriiglich mit Ogn ist. Dazu geniigt es zu untersuchen, ob fiir ein

a NG
€ ¥n (R") )
(n(a), a—yl(a)7 ey a—y”(a)) S OR7L+17a
as = (O,...,O,*l) = ’le(O) .

In diesem Punkt haben wir

0
n(ag) = —eny1 und $(as):2ei fir ¢=1,...,n.
Yy

Folglich ist
0 0
n(as),aiyl(as),...,@(as) GORn+1,a

genau dann, wenn n ungerade ist, und genau in diesen Fillen ist vy mit Ogn vertraglich. Fiir die
Volumenform von S™ beziiglich Ogn gilt nach Satz 1.5.8 und Beispiel 1.3.4 somit

2
ly|> + 1

2n
ds™ = (—1)"*! ( ) dy' AL Ady™.

Beispiel 1.5.16 Das M&bius-Band, beschrieben durch
M={F(y',y%): v €[-1/2,1/2], y* € [0,7]}
mit
F (yl, yz) = ((1 + y1 cos (yz)) cos (2y2) , (1 + y1 cos (yz)) sin (2y2) ,y1 sin (y2)) ,

ist nicht orientierbar. Zum Nachweis betrachten wir den glatten Weg v : [0, 7] — R?, v(¢) = F(0, ),
auf M. Dieser Weg ist geschlossen, d.h. es ist

Ist jedoch n, : [0, 7] — R3 eine stetige Abbildung mit
n, (8] =1 und ny(t) € (T,yM)"  firalle ¢ € [0,7],

SO muss

() = —n,(0)
gelten. Folglich existiert kein glattes Einheitsnormalenfeld auf M, was nach Satz 1.5.13 impliziert,
dass M nicht orientierbar ist. O
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Der néchste Satz stellt eine Beziehung zwischen der Volumenform und der Divergenz eines Vek-
torfeldes her.

Satz 1.5.17 Sei M eine orientierte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™, sei dAM ihre
Volumenform und sei X € X(M). Dann gilt

d (ixdM) = div(X) - dM .

Beweis. Sei ) € O (W, R™) eine Parametrisierung von M und seien X!, ..., X% die Koeffizienten
von X beziiglich ¢. Auf ¢)(W) C M haben wir dann

Loy D
X:Z(Xow >3i

i=1

und (siehe Satz 1.5.8)
= (\/gow_l)dyl/\.../\dyd.
Da,

0
dy* AL Ady? (—,7Y1,...7Yd1>
oyt
= (-1)"7My' A Ady T AT AL Ay (Ve Ya)

firi=1,...,dund Y3,...,Y3_; € X(M), was man z.B. mittels Lemma 1.4.6 iiberpriift, folgt

ixdM = Z YT (Vao ™) (X oy ) dyt A Ady T Ay T AL Ady? .

Also ist auf (W)

X . . )
d(ixdM) = Y (- (v X) otp | dy Adyt AL Ay AdY T AL A dy?
i,7=1 ayj
d z)
= Z( 1/)_1>dy1/\.../\dyd,
i=1
was wegen
d .
1o/
div(X)otp = — —r= -
(siche Satz 1.3.13) die gewiinschte Formel liefert. O

Fiir den Rest dieses Abschnitts setzen wir voraus, dass OM # (). Wir wollen beschreiben, wie eine
Orientierung von M eine Orientierung von M induziert und wie die Volumenformen von M und

OM in Beziehung stehen. Dazu definieren wir folgendermaflen ein glattes Einheitsnormalenfeld auf
oM.

Definition 1.5.18 Seiv: M — R"™ dadurch definiert, dass fir jedes a € OM die folgenden vier
Bedingungen erfillt sind.

(i) v(a) € T,M.
(i) Fir alle v € T,o0M ist (v(a),v) = 0.
(ii) |v(a)| =
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(iv) Es existiert ein glatter Weg v : |—e,0] — M fir ein € > 0 mit

_ Y o) =
v(0)=a wund E(O) =v(a).

Die Abbildung v heifit das Aullere Einheitsnormalenfeld von M.

Beispiel 1.5.19 Sei
Mlz{a:GR"+1:|x|§l} und M2:{x€R"+1:|x\Zl} .
Dann ist OM; = OMs = S™. Das duflere Einheitsnormalenfeld an M ist
v 8" =R vi(a)=a.
Das auflere Einheitsnormalenfeld an Ms ist

vy : 8" = R 1y(a) = —a .

Lemma 1.5.20 Sei Oy eine Orientierung von M, sei w € Oy und sei v : OM — R™ das duflere
Einheitsnormalenfeld von M. Dann ist

i,we Q=L (M) .

Beweis. Ist a € OM und ist {v1,...,v4-1} eine Basis von T,0M, so ist {v(a),v1,...,v4-1} eine
Basis von T, M, woraus wegen w, # 0

(ibw), (V1,...,v4-1) = wq (¥(a),v1,...,v4-1) # 0

folgt. U

Definition 1.5.21 Sei M orientiert, sei On die fizierte Orientierung von M und seiv das dufiere
Einheitsnormalfeld an M. Dann heifst die Aquivalenzklasse von i,w € Q3=1*(OM) fiir ein w € Oy
die von M induzierte Orientierung von oM.

Bemerkung 1.5.22 Ist M mit der Orientierung O,; versehen, ist Ogy; die von M induzierte
Orientierung von OM und ist {vy,...,v4—1} eine Basis von T,0M, so gilt (v1,...,v4-1) € Ogm,a
genau dann, wenn (v(a),v1,...,v4-1) € Opm,q- O
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Beispiel 1.5.23 Sei

M={zeR*:1<|z| <2}
in iiblicher Weise orientiert, d.h. dz! A dz? liegt in der Orientierung von M. Die von M induzierte
Orientierung auf OM ist derart, dass C = {z € R? : |z| = 1} negativ und Cs = {z € R?: [z = 2}
positiv orientiert ist.

Wir beenden diesen Abschnitt mit

Satz 1.5.24 Sei M orientiert und sei OM die Volumenform von M. Fir die Volumenform d(0M)
von OM mit der von M induzierten Orientierung Ogps gilt

d(OM) =i,dM .
Beweis. Sei a € OM und sei {v1,...,v4—1} eine Orthonormalbasis von T,0M mit
(vl,...,vd_l) € OaM,a . (1.5.2)

Da dM in der fixierten Orientierung von M liegt, ist (1.5.2) genau dann der Fall, wenn
(i,dM), (v1,...,v4—1) = (dM)4 (v(a),v1,...,v4-1) > 0.
Da {v(a),v1,...,v4-1} eine Orthonormalbasis von T, M ist, gilt auBerdem
[(dM)q (v(a),v1,...,vq-1)] =1.

Folglich ist
(iydM)a (’Ul, e ;vd—l) =1 y

was mit Bemerkung 1.5.9
(i,dM), = (d(OM)),

liefert. O

1.6 Integration von d-Formen und der Satz von Stokes

Wir beginnen mit der folgenden Uberlegung. Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R™ und seien ¢ € C*° (W7, R™) und ¢5 € C*®° (W5, R™) zwei Parametrisierungen von M mit

Y1 (Wh) Napgy (Wa) # 0.
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Seien y = (y',...,y%) die Koordinaten beziiglich ¢y und z = (z!,...,2%) die Koordinaten
beziiglich ¥y und sei

Por 2 T (W1 (W) Nape (W) — 3t (1 (Wh) N o (W)

wiederum durch
Por(y) =3 " (U1 (y))
gegeben. Dann haben wir

Lemma 1.6.1 Fiir alle a € 1y (W) Napg (Wa) gilt
(dz' AL A de?), = det (Dibor (7' (a))) (dy" Ao Ady?), .
Beweis. Sei a € 11 (W1) Ny (W) fixiert und sei A € R durch
(dz' AL Ade?), =X (dy' AL Ady?),

bestimmt. Dann ist o
_ 1 d

Da nach Satz 1.2.18(i)

und da somit

(d="), <%(a)) W (r'(a)) fir ij=1,....d,

folgt wegen Lemma 1.4.6, dass

I
Q.
)
-+

>
Il
(oW
@D
=+
N N
—
o,
< =3, I\

S]
7N
gle

<.

=

S—
N———
N———
z
Il
QH
A

N——

I
Q.
)
-+

(D21 (17 (a))) -

Wir setzen jetzt voraus, dass M orientiert ist. Sei Oy, die fixierte Orientierung.

Definition 1.6.2 Sei w € QM) und sei B C M derart, dass B = ¥%(A) fir eine mit Oy
vertrdagliche Parametrisierung v € C* (W,R™) und eine Lebesgue-messbare Menge A C W. Wir

definieren
/w::/ hdu ,
B A

wobei pu das Lebesque-Mafi auf R bezeichnet und h € C*(W) der Koeffizient von w beziiglich
ist, d.h. h ist durch
w= (hoz/J_l)dyl A A dy?

bestimmidt.

Der nichste Satz besagt, dass die obige Definition nicht von der Wahl der Parametrisierung
abhéngt.
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Satz 1.6.3 Seien ¢y € C°° (W1,R™) und 1py € C (W, R™) zwei mit Op vertrigliche Parame-
trisierungen von M und set B C M derart, dass B = 11(A1) = 2(As) fiir Lebesque-messbare
Mengen A1 C Wi und Ay C Wsy. Desweiteren sei hy € C°°(W1) der Koeffizient einer Form
w € QM) beziiglich 1y und hy € C=(Ws) der Koeffizient von w beziiglich vo. Dann gilt

/hldu:/ hodpu .
As Ay

Beweis. Da sowohl 97 als auch 19 mit Oy vertréglich ist, gilt nach Lemma 1.6.1

det(Dio1(y)) > 0 fiir alle  y € o7 (1 (W1) Nabe(Wa)) .

Auflerdem folgt aus diesem Lemma, dass

hl 01,[}1_1 = (hg o 1][}2_1) . (det(Dd;Ql) [¢] ¢1_1)
= (hiotoo ¢f1) - (det(Dta1) o wfl)

auf ¢ (W7) N2 (Wa) und somit
hl = (hz e} ¢21) . det(D¢21)

auf ;1 (41 (W) Mape(W)). Mit Hilfe der Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral schliefen
wir

hl d/,b
Ay

(ha ©1a1) - det(Dpay) dp

Il
}\

I
N

(ho 0 1a1) - | det(Dapaq )| dp

1

hg d,u
21 (A1)
= hg d/L .
2
O
Sei ab jetzt M auch kompakt und bezeichne M° das so genannte Innere von M, d.h.
M°=M\OM .

Dann konnen wir Parametrisierungen ¢; € C*° (W;,R™), i =1,...,m, von M derart wihlen, dass

(i) jedes 1; mit Oy vertréglich ist und
(i) M° = | ei(Wy) gilt.
i=1

Die obigen Betrachtungen implizieren, dass die folgende Definition nicht von der Wahl einer solcher
Familie {t;}i=1,. m abhingt.

Definition 1.6.4 Sei w € Q%(M). Wir definieren

/Mw N ;/d’i(Ai)w,
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wobei A; C W, i=1,...,m, Lebesque-messbare Mengen mit
J wi(4i) = m°
=1

und

Vi(Ai) N (Ay) =0 fir i#j

sind.

Der folgende Satz ist offensichtlich. Dabei bezeichnet —M die Untermannigfaltigkeit M mit der
umgekehrten Orientierung.

Satz 1.6.5 Fiir w',w? w € Q4(M) und X\ € R gilt

L M (wh o) = /Mwl +/Mw2 7
(i) [ ow)=x [ o,
(iii) /_Mw:—/Mw, O

Bevor wir zu Beispielen kommen, vereinbaren wir noch folgendes. Ist M’ eine Untermannigfaltigkeit
von R mit M C M’ und ist w € Q4(M’), so sei

/Mw N /M (W|M) 7

(w’M)a(vl,...,vd):wa(vl,...,vd) fir aeM und wvy,...,vq0 € T,M

wobei W|M € Q4(M) durch

gegeben ist.

Beispiel 1.6.6 Sei
M = {(z, f(z)) €R*:z € [a,b]}
fiir eine glatte Abbildung f : [a,b] — R. Dann ist
(0 :]avb[_)RQ ) w(y) = (yaf(y>) )

eine Parametrisierung von M mit ¢ (Ja,b[) = M°. Sei M so orientiert, dass v vertréglich mit der
fixierten Orientierung ist, und sei

w = hydz® + hedz? € Q' (R?) .

Da o 0 B
- = 4 -1 N
oy 8:r1+(f °Y )3I27

ist

und somit
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Also ist

b
[ o) + (e r ) ay

|

b
- / (ha (g, F(0)) + haly, ) /() dy

Beispiel 1.6.7 Wir wollen zeigen, dass

/ dz? Adz® =0.
S2

Dazu betrachten wir 52 mit sphérischen Koordinaten, d.h. mit der durch
¥ (0',60%) = (cos (0") cos (6%) ,sin (6") cos (6?) ,sin (6°))

definierten Parametrisierung 1 : |0, 27| x |—7/2,7/2[ — R3. Wie man leicht sieht, ist diese Para-
metrisierung vertriglich mit der Orientierung von S2. AuBerdem ist

da? (%) = cos ((91) cos (92) ,

da? <8(;> = —sin (01) sin (92) ,
da? <%) = 0,
da? (%) = cos (92)

und somit
o 0 0 0 0 0
2 3( 9 9 _ 2( 9 3( 9\ L2 O 3 9
dz® Adx (301’302> dx (691)dx (892> dx (802>dx (301>
= cos (91) cos? (92) .
Demzufolge ist
(dz® A dz®) | g2 = cos (61) cos® (6°) d6" A d6”
und

/2 27
/ dz? Ade® = / / cos (91) cos? (92) d6'de?
S2 0

—m/2

27 /2
/ cos (91) det - / cos? (92) d6?
0

—m/2
= 0.

Das Volumen von M kénnen wir jetzt folgendermafien definieren.

Definition 1.6.8 Sei M eine kompakte und orientierte Untermannigfaltigkeit von R™ und sev dM
die Volumenform von M. Das Volumen von M st

vol(M) = /M dM .
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Bemerkung 1.6.9 Das Volumen von M héngt nicht von der Wahl der Orientierung ab. O

Beispiel 1.6.10 Sei I' C R”™ eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit, d.h. eine glatte Kurve.
Wir nehmen an, dass I' kompakt und orientiert ist und dass OI' # (), und wihlen eine mit der
Orientierung vertrigliche Parametrisierung

v:t€la,b[— y(t) € R”

von I' derart, dass y(Ja,b]) = I'°. Die Volumenform von I" ist dann

dr = |/ (¢)] dt
und wir haben folglich
vol(T") = /rdF = /b |7/ ()] dt .
Das Volumen der Kurve I ist also deren Lénge. O

Beispiel 1.6.11 Wir betrachten S? mit der in Beispiel 1.6.7 angegebenen Parametrisierung. Die
Koeffizienten der Riemannschen Metrik von S? sind dann

g (0) = cos? (02) ,
g12(0) = gu(0) = 0,
922(9> = 1.

Folglich ist
dS? = cos (92) de' A de? .

Fiir das Volumen von S? erhalten wir damit

/2 27
vol(5?) = / ds? = / / cos (6%) d6'dg?
S2 —m/2J0
2

o/
= 27r/ cos (92) d6? = 4r .

—m/2

Zu den fundamentalen Resultaten der Vektoranalysis z&hlt

Satz 1.6.12 (Satz von Stokes) Sei M eine kompakte und orientierte d-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R™ und sei der Rand OM mit der von M induzierten Orientierung versehen.

Dann gilt
/ dw:/ w  fiiralle we QTN (M) .
M oM
Ist insbesondere OM = 0, so ist

/dw:() fir alle w € QH(M) .
M

Beweis. Siehe [1], Abschnitte 2.5 und 3.6 oder [7], Abschnitt ITI.3. O

Bemerkung 1.6.13 Der Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung ist ein Spezialfall des
Satzes von Stokes. Ist ndmlich das Intervall [a,b] in {iblicher Weise orientiert und ist f eine glatte
Funktion auf [a,b], d.h. f € Q°([a,b]), so ist

df = f'(z) dx
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/[a,b] = /ab fw)da.
/a[a,b] /= /{} f=10) =),

denn die von [a, b] induzierte Orientierung von 9dla,b] = {a,b} ist so, dass dem Punkt b das Vor-
zeichen + und dem Punkt a das Vorzeichen — zugewiesen ist. g

und somit

Andererseits ist

Beispiel 1.6.14 Sei B C R" die abgeschlossene Einheitskugel, also
B"={zxeR": |z| <1} .
Dann ist B™ = S"~!. Da
dB" =daz' A ... Ad2”
und da . 5
v:S"t SR w(x) = Zax’ 5

i=1

()

das #uBere Einheitsnormalenfeld an B™ ist, haben wir nach Satz 1.5.24

ds"” = i,dB"
= Z(—l)i_lxidxl Ao ANdzTEAdTEA L A da™

i=1

Mit dem Satz von Stokes schlieflen wir, dass

vol (%1) = / s
Sn—1

n

= Z(—l)i*I/ gldet Ao AdeT A dZTEA L A da

i=1 snt

[
NE

(—1)it /_ d(z'dz" AL Ade T AT AL Ade™)
- n

-
Il

I
NE

(—1)i‘1/ de* Ada' AL AdaT P AdeTTE AL Ade”

1 Br

= n/ de' A .. Ada™
Bn

-
Il

d.h.
vol (S"_l) =n-vol (B”) .

1.7 Klassische Integralsitze

Im folgenden sei M eine orientierte und kompakte d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.
Das duBlere Einheitsnormalenfeld an M sei wieder mit v bezeichnet. Aulerdem sei OM mit der von
M induzierten Orientierung versehen.

Satz 1.7.1 (Gaussscher Integralsatz) Fiir alle X € X(M) gilt

/ div(X)dM = | (X,v)d(0M).
M OM
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Beweis. Sei X € X(M). Nach Satz 1.5.17 haben wir
div(X)dM =d (ixdM) ,

was mit dem Satz von Stokes

/M div(X) dM = /M d (ixdM) = /a ixdM

impliziert. Die Einschréankung X | gp von X auf den Rand OM zerlegen wir in
X‘@M =X, y)r+X* mit X*eX(0M).

Da
ix-dM =0,

erhalten wir, dass auf OM
ixdM = (X, )i, dM +ix-dM = (X, v)i,dM .
Aus (1.7.1), (1.7.2) und der Tatsache, dass nach Satz 1.5.24
d(oM) =i,dM ,

folgt schliefflich

/ div(X)dM = [ (X, )i, dM = | (X,v)d(OM).
M oM oM

Folgerung 1.7.2 Fiir alle X € X(M) und alle f € C(M) gilt

/ ({grad(f), X) + f - div(X)) dM = f(X,v)d(oM) .
M oM

Beweis. Sei X € X(M) und sei f € C*°(M). Nach Satz 1.3.15 ist
div(f - X) = (grad(f), X) + f - div(X) .

Also erhalten wir die Behauptung, indem wir Satz 1.7.1 auf f - X anwenden.

Satz 1.7.3 (Greensche Formeln) Fir alle fi, fo € C*°(M) gilt

/ (fr- A (fa) + (grad (1), grad (f2))) dM = / f1 - (grad (f2) ) d(OM)
M oM

und

/ (fr-A(f2) = f2- A(f1)) dM:/ (f1-(grad (f2) ,v) — f2 - (grad (f1),v)) d(OM) .
M oM

Beweis. Seien fi, fo € C°°(M). Mit Hilfe von Folgerung 1.7.2 leiten wir
[ A ) + (grad () mad ()
= [ (- div Garad (£2) + (grad () o (7)) aM

f1-(grad (f2),v) d(OM)
oM

ab. Damit ist (1.7.3) gezeigt. Die Gleichung (1.7.4) folgt aus (1.7.3).

(1.7.1)

(1.7.2)

(1.7.3)

(1.7.4)
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Bemerkung 1.7.4 Mit der hiufig verwendeten Schreibweise

% = (grad(f),v) € C*°(OM) fir feC®(M)

erhilt (1.7.4) die Gestalt

0 0
[oav-peaan= [ (552 n 90 aen.
M oM v v
of . N .
Der Ausdruck W wird auch duflere Normalableitung von f genannt. O
v

Folgerung 1.7.5 Ist OM = (0, so haben wir:

(1) Fir jedes X € X(M) gilt
/ div(X)dM = 0.
M

(i1) Fir alle f1, fo € C°(M) gilt
[ £ a2 bt == [ (grad () grad (£2)) M
M M
(iii) Fiir alle f1, fo € C°(M) gilt
[ fatar= [ A
M M
Das heifit, der Laplace-Operator ist beziiglich des L*-Skalarproduktes symmetrisch.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz der Sétze 1.7.1 und 1.7.3. O

Folgerung 1.7.6 Sei M zusammenhingend, sei OM = 0 und sei f € C®°(M) derart, dass
A(f)(a) >0 fir alle a€ M . (1.7.5)

Dann ist f konstant.

Beweis. Nach Folgerung 1.7.5(iii) haben wir

/MA(f)sz/M1~A(f)dM:/MA(l)-fdM:O.

Hieraus und aus (1.7.5) erhalten wir, dass
A(f)(a) =0 firalle ac M.

Dies impliziert mit Folgerung 1.7.5(ii), dass

[ emadpEar = - [ foam=o.

Somit gilt
grad(f)(a) =0 firalle a€ M.

Da M zusammenhéngend ist, folgt die Behauptung. O

Im Rest dieses Abschnitts soll es um die urspriingliche Version des Satzes von Stokes gehen. Dazu
erinnern wir zunéchst an folgende
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Definition 1.7.7 Sei U € © (R3) und sei

i +X2i +X3i

_ oyl
X=X ozt Ox2 ox3

e X(U).

Die Rotation von X ist

ox3 8X2> 0 <aX1 8X3> 0 (aX2 aX1> 0
oxt

rot(X) = (6962 928 ozt 922 ) 028 © X(U)-

Ox3 Ozt

0z?

Fiir das Rechnen mit der Rotation gelten folgende Regeln.

Lemma 1.7.8 Sei U € O (R?’),

(i) Fir alle X € X(U) ist
div(rot(X)) =0.

(i) Fir alle f € C*(U) ist
rot(grad(f)) =0.

(i11) Fir X € X(U) und f € C>*(U) ist
rot(f - X) = f-rot(X) + grad(f) x X .
Dabei bezeichnet x das Vektorprodukt im R3.

(iv) Ist U sternformig und ist X € X(U) derart, dass rot(X) = 0, so existiert ein f € C*(U)
mit X = grad(f).

(v) Ist U sternformig und ist X € X(U) derart, dass div(X) = 0, so existiert ein Y € X(U) mit
X =rot(Y).

Beweis. Die Behauptungen koénnen auf die Eigenschaft (E3) des &dufleren Differentials (siehe
Satz 1.4.16) und das Lemma von Poincar’e (Satz 1.4.23) zuriickgefiihrt werden (vgl. [1], Ab-
schnitt 2.3). O

Satz 1.7.9 (Klassischer Satz von Stokes) Sei M C R? eine kompakte zweidimensionale Un-
termannigfaltigkeit, sei n = (nl,n2,n3) : M — R3 ein glattes Einheitsnormalenfeld auf M und sei
M mit der von n induzierten Orientierung versehen. Desweiteren sei T = (7’1,7’2,7’3) € X(0M)

durch
|7(a)]=1 wund 7(a)=Osma firalle a€dM

gegeben. Ist dann X € X(U) fir ein U € O (R3) mit M C U, so ist

/ (rot(X),nydM = [ (X,7)d(dM).
M oM

Beweis. Sei ¢ = (z/)l,wQ,w?’) e C> (W, R3) eine mit der Orientierung vertrigliche Parametrisie-
rung von M. Dann ist

n(p(y)) = ]S—;ﬁ(y) x

oy

o 0w oY
Oy

(y) B0 (y) x 3—1/2(y) fir alle yeW.

Da fiir das Vektorprodukt v X vy zweier Vektoren vy, vo € R? die Beziehung

|U1 X ’U2|2 = det ( <UI’U1> <U17U2> )

(v2,v1)  (v2,v2)
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gilt, ist
)
’a—yl(y) X a—;@(y)‘ =g(y) firalle yeW.

Folglich ist

(nldM)w(y) = nl(z/)(y))(dM)w(y)
L (o ot out oyP o
- = (G—Z’Awa—jgy)—a—z;(y)a—fl(y)) VI (@t A i),
2 3 2 3
- (%(y)%(y) ?;yp (y )ZZ) (y )) (dy' Ady®) 40

fiir alle y € W. Andererseits erhalten wir aus

i 61/12 ~1 1 61/)% —1 2 .
da’ = — dy' + | =—= d fi =1,2
|M (9ylo¢ > Y ayQOQ/} Y r 1 ) 735

dass

o2 0 o o3
wrat) = ((Grov) (g ) - (gaee) (Gev) ) arnar

Also haben wir
ntdM = (dz® Adz®) |y

Analog verifiziert man, dass
n?dM = — (dar;1 A dxg) |M und nddM = (dx1 A dx2) |M .
Sei nun U € O (R*) mit M C U und sei X € X(U). Wir setzen
w:= Xtdo' + X?d2? + X3da® € QN (U) .

Mit (1.7.6) und (1.7.7) sehen wir dann, dass

0X3® 90X? 0X3 oXx!?
(dw)|M = <8x2_83>(dx /\dm)|M+<3x a3>(d /\dx)‘M
0X?2 ox!t
<5~I 32)((1 /\dx)|M

= (rot(X),n)dM .

Unter Benutzung des Satzes von Stokes und der Tatsache, dass

(dw)|pr = d(wlpy)

/(rot n)dM = /dw*/aM

d(OM)(r(a)) =1 firalle a€0M,

folgt

Schliefllich liefert
dass } ‘
dz'|gpy = 7' d(OM) fir i=1,2,3

und somit
wlgpr = (X' + X272 + X37%) d(OM) = (X, 7) d(0M) .

45

(1.7.6)

(1.7.7)
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1.8 Maxwell-Gleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir den R* als Raum-Zeit

RY =R'xR® = {(t,z): t eR, z = (a',2%,2°) eR®} .

2

Wir verstehen also ¢ als Zeitkoordinate und ', 22, 3 als Raumkoordinaten.

Fiir die Uberlegungen unten benétigen wir folgenden Operator.

Definition 1.8.1 Der Hodge-Operator x : Q2 (R%?) — Q2 (RY?) ist durch folgende Bedingun-
gen definiert.

(i) Fir alle w',w? € Q2 (RY3) und alle f1, fo € C*° (R'?) ist
« (frw' + fow?) = f1- (') + fo - (30?) .

(it) Fir alle w € Q2 (RY?) st
AW = —W .
(iii) Es gilt
#(dt Ada') =da? Ada®, x(dtAda®) = —da' Ada®, *(dtAde?®) =da' Ada?.
Wir erinnern jetzt an die Maxwell-Gleichungen im Vakuum, d.h. mit verschwindender Ladungs-

dichte. Es sei
E:RY = R*, E(t,z) = (Ei(t, ), Ba(t, 2), B3(t,)) ,

die elektrische und
B: RLS - RB 5 B(t,l‘) = (Bl(t7x)aBQ(t7I)aB3(t7x)) )

die magnetische Feldstéiirke. Die 1. Gruppe der Maxwell-Gleichungen lautet dann

rot(E) + %—f =0 und div(B)=0.
Die 2. Gruppe ist
OF .
rot(B) — 5 = 0 und div(E)=0.

Dabei sind rot und div beziiglich der Raumkoordinaten z', 2, 23 gebildet. Es ist also

rot(B) = 0Fs3 _ % % _ 0F3 0F, - 0F;
\0x2 0237 923 Oxl’ Oxl 022
wnd OF, O, OE
div(E) = ==L , 2=2 , “7=3
iv(E) ozl 0x%2 0Oz
und genauso fiir B.
Wir wollen die Maxwell-Gleichungen jetzt uminterpretieren. Dazu ordnen wir dem Paar (F, B) in
eineindeutiger Weise eine Form wg g € 0?2 (RL?’) zu und zwar

WE,B = —Eldt A dl‘l - Egdt N d$2 — E3dt N da:3
+B;dz? A dz® — Byda' Ada® 4+ Byda! Ada? .

Diese 2-Form wird jetzt als elektromagnetisches Feld verstanden.
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Satz 1.8.2 (i) Die 1. Gruppe der Mazwell-Gleichungen ist zu dwg,p = 0 dquivalent.

(i1) Die 2. Gruppe der Mazwell-Gleichungen ist zu dxwg g = 0 dquivalent.

Beweis. (i) Es ist

dwgp = f%dt/\d A da? fg—dt/\do: A da?
+%dt/\d A dz? fgidt/\da: A da®
+%dt/\dz A da? +g£thdx A da®
+%dt/\d A da? +gidx Ada? A da®
,%dt/\d A da? +g£dx Adaz? Ada?
+%dt/\d A da? +g£dx Ada® A da®

ozl Ox2 ot
OFE, OF3 0B,
—(%—ﬁ“r 3t>dt/\dx Adz?
0B, 0B, OB,
or?  Ox3 ot

= <8E2 —%+833>dt/\dx A da?

)dt/\dx A da?

0By 0By 0Bjs
(aleraszr da' A da? A da?
woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
(ii) Da
3 . .
wep=— Y (Eidt Adz' — By (dt A da'))
i=1
und somit
3
swpp=— Y (Bidt Adz’ + Epx (dt A da'))
i=1
folgt (ii) aus (i), indem man (E, B) durch (B, —F) ersetzt. O

Sei jetzt (E, B) eine Losung der Maxwell-Gleichungen. Nach Satz 1.8.2(1) ist dann
dwgp=0.

Also existiert nach dem Lemma von Poincaré (Satz 1.4.23) ein n € Q' (R"*) mit
wp,p =dn.

Solch eine 1-Form 7 heifit elektromagnetisches Potential des elektromagnetischen Feldes wg p.
Aufgrund von Satz 1.8.2(ii) erhalten die Maxwell-Gleichungen damit die Gestalt

dxdn =0.

Diese Gleichung ist ein Spezialfall der so genannten Yang-Mills-Gleichung.

Die Frage, inwieweit das Potential 7 durch das Feld wg p bestimmt ist, beantwortet
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Lemma 1.8.3 Seien n',n? € Q' (R™). Dann gilt dn' = dn? genau dann, wenn ein f € C* (R™)
mit n? =n' + df emistiert.

Beweis. Ist n? = n 4+ df fiir ein f € C> (R"), so gilt
dn? =dnp' +ddf = dn* .

Gilt umgekehrt dn' = dn?, d.h. d (n?> —n') = 0, so existiert nach dem Lemma von Poincaré ein
Ui =
f € C®(R") mit n?> —n! =df, d.h. n?> =n! +df. O

Definition 1.8.4 Die Abbildungen
neQ (RY) —n+df e (RY?)
fir f € C*> (RY®) werden Eichtransformationen genannt.

Zusammengefasst haben wir damit: Die Lésungen (E, B) der Maxwell-Gleichungen korrespondie-
ren zu den Formen n € Q! (Rl’g) mit dxdn = 0. Dabei liefern zwei Formen n',n? € Q! (Rl’g)
genau dann dasselbe elektromagnetische Feld, wenn sie durch eine Eichtransformation auseinander
hervorgehen.



Kapitel 2

Komplexe Funktionen

2.1 Komplex differenzierbare Funktionen
Im folgenden sei U stets eine nichtleere offene Teilmenge von C.

Definition 2.1.1 FEine Funktion f : U — C heifit komplex differenzierbar in zy € U, falls

7 (z0) o= tim LTG0y, S0 ¥ O) = /(=)

220 zZ— 2 ¢—0 C

existiert. Die Zahl f'(z9) € C heifit dann die Ableitung von f in zy. Statt f'(29) schreibt man

auch a(zo). Wir nennen f komplex differenzierbar in A C U, falls f komplex differenzierbar

in jedem z € A ist.

Lemma 2.1.2 (i) Eine Funktion f : U — C ist genau dann komplex differenzierbar in zy € U,
wenn eine Funktion f1 : U — C mit folgenden Figenschaften existiert.
(a) fi1 ist stetig in zp.
(b) Fiir alle z € U ist
f(2) = f(20) + (2 — 20) f1(2) .
Es gilt dann f1(20) = f'(20).

(ii) Ist f komplex differenzierbar in zq, so ist f stetig in z.

Beweis. (i) Gilt (b), so ist

f(z) = f(20)

fi(z) = tir zeU\{20}.
zZ— 20
Hieraus sieht man sofort, dass die komplexe Differenzierbarkeit von f in zy zur Stetigkeit von f;

in zg gleichwertig ist und dass f1(z0) = f'(20), falls fi stetig in z ist.

(ii) Dies folgt aus (i), denn da z — zp und f; stetig in zq sind, ist auch f(z) = f(z0) + (2 — 20) f1(2)
stetig in zg. O

Beispiel 2.1.3 (i) Jede konstante Funktion f(z) = ¢ € C ist komplex differenzierbar in C,

wobei
f'(z)=0 firalle z€C.
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(ii) Die Funktion f(z) = 2™, n € N, ist komplex differenzierbar in C, denn

z2" — 2 9 1
e R Y e R s N S
zZ— 20

woraus
f'(z) =nz""' firalle z€C

folgt.

(iii) Die Konjugation f(z) = Z ist nirgends komplex differenzierbar, denn fiir ¢ € R ist

t) — it) —
fim Zo D =20 g gy, Goti) — 20
t—0 t t—0 1t

=-1.

Wir identifizieren jetzt C mit R? vermoge
(x,y) ER? >z =z +iyecC
und schreiben dann f : U — C in der Form
f(z) =u(z,y) +iv(z,y) .

Das heifit,
x=Re(z), y=Im(z)

und
u(r,y) = Re(f(z +1y)), v(z,y)=Im(f(z+1iy)) .

Dann haben wir

Lemma 2.1.4 Sei f : U — C komplex differenzierbar in zy = xo + iyo € U. Dann sind die
Funktionen v : U — R und v : U — R partiell differenzierbar in (xo,y0) und es gilt

0 0 0 0
5 (0:0) = 5 (@o,w0) wnd 5 (0,y0) = =5 (o, o) - (2.1.1)
Auflerdem ist
0 .0 0 .0
f'(z0) = 8—Z($o7yo) +1£($0,y0) = 8—;(960,310) - 18—Z(xo,yo) : (2.1.2)

Beweis. Da f komplex differenzierbar in zg € U ist, gilt

Hieraus erhalten wir mit ¢t € R

f(z0 +1t) = f(20)

! — 1~
F'(z0) 120 t
— lim u(zo +t,90) — u(2o,Yo) 4 ilim v(2o +t,90) — v(Z0,%0)
t—0 t t—0 t

= 2 ,0) + 15 (0, 0)
= o L0, Yo 18:5 Lo, Yo
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und
: +it) — f(20)
’ - ] f(ZO
f (ZO) tgr(l) it

— lim U(IEO, Yo + t) - U(l‘o, yO) +1ilim ’U(IZ?(], Yo + t) B U(zo’ yO)
t—0 it t—0 it

_ i V090 1) —0(@0,50) L u(Zo, 4o + 1) — ul2o, o)
t—0 t t—0 t
ov ou

= gy(zoayo) - ia*y(xoyyo) .

Also existieren die partiellen Ableitungen von w und v in (xo, yo) und es gilt (2.1.2). Die Beziehung
(2.1.1) folgt aus (2.1.2). O

Bemerkung 2.1.5 Die Gleichungen (2.1.1) heien Cauchy-Riemann-Differentialgleichun-
gen. O

Lemma 2.1.4 beschreibt ein notwendiges Kriterium fiir komplexe Differenzierbarkeit. Bevor wir
im néchsten Satz notwendige und hinreichende Kriterien dafiir angeben, erinnern wir an folgende
Definition.

Definition 2.1.6 Fine Abbildung ¢ : V. — R™ wvon einer offenen Menge V- C R™ nach R™ heifit
reell differenzierbar in py € V, falls es eine R-lineare Abbildung L : R™ — R™ mit

iy [P0 + @) = @(po) — L(a)]

=0
la]

a—0
gibt. Die Abbildung L heifit dann das Differential von ¢ in py und wird mit Do(pg) bezeichnet.

Bekanntlich hat das Differential De(pg) von ¢ = (¢!, ..

Basen von R™ und R™ die Matrixdarstellung

,gom) in pg beziiglich der kanonischen

Op!
Ozl (Po)
Dy(po) = :
™

Dal (po)

Ot
% (po)

a(pm.
ox™

(o)

Der néchste Satz charakterisiert komplexe Differenzierbarkeit mittels reeller Differenzierbarkeit.

Dabei wird wieder C mit R? identifiziert.

Satz 2.1.7 Fiir eine Funktion f:U — C sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) f ist komplex differenzierbar in zo € U.

(i1) f ist reell differenzierbar in zg € U und Df(z) : C — C ist komplex linear.

(i4i) f = u+iv ist reell differenzierbar in zo € U und es gelten die Cauchy-Riemann-Differential-

gleichungen in zg.

Beweis. (1)=-(ii): Sei f komplex differenzierbar in zy. Dann gilt

lim

f(z0+¢) = f(20) — f'(20) - €

¢—0 ¢

:07
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was zu
lim |f(z0 +C) — f(20) — f'(20) - (]
(=0 1q

dquivalent ist. Danach ist f reell differenzierbar in zy und

Df(20)(¢) = f'(z0) - ¢ fiir (e€C.

Insbesondere ist D f(zp) komplex linear.

=0

(ii)=(i): Sei f reell differenzierbar in zp und sei D f(zp) komplex linear. Dann existiert ein A € C
mit
Df(z0)(() =A-¢ furalle (e€C

und es gilt
lim [f (20 +¢) = flz0) =A-¢l _
(=0 Iq

0,

was gleichbedeutend mit

lim
¢—0

=A

f(z0 + ¢) — f(20)
¢

ist.

(ii)<(iii): Eine R-lineare Abbildung L : C — C ist bekanntlich genau dann komplex linear, wenn

L(i)=i-L(1).

Da Df(zp) beziiglich der reellen Basis {1,i} von C die Darstellung

ou ou
5 (70) a—y(ZO)
Df(z0) = 5 5
v v
5 20 8—y(20)
hat, ist
Ju .Ov ) ou . Ov
D f(z0)(1) = %(zo) + 1%(20) und D f(20)(i) = @(Zo) + lafy(zo) :
Folglich ist Df(29) genau dann komplex linear, wenn
ou .Ov ov .Ou
B_y(zo) + la_y = —%(ZO) + 1%(20) ;
d.h. wenn die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen gelten. g

Da jede C'-Abbildung ¢ : V — R™ reell differenzierbar in allen pg € V ist, liefert der letzte Satz
das folgende hinreichende Kriterium fiir komplexe Differenzierbarkeit.

Folgerung 2.1.8 Sind u,v € C*(U,R) und gilt

Oou Ov ou Ov
_— = — d _— = ——
Ox Oy u Ay Ox af U,
soist f =u+iv:U — C komplex differenzierbar in U. O

Beispiel 2.1.9 (i) Die Funktion f(z) = x3y? + iz?y? ist reell differenzierbar in jedem z € C.
Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir f lauten

32%y? = 32%y% und 223y = —229° .
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Sie gelten genau dann, wenn
zy (2° +9°) =0,
d.h. wenn
xy =0.

Nach Satz 2.1.7 ist folglich f komplex differenzierbar in allen Punkten auf den Koordinaten-
achsen und nur dort.

(ii) Die Funktion f(z) = e” cos(y) + ie” sin(y) ist iiberall reell differenzierbar und die Cauchy-
Riemann-Gleichungen gelten auf ganz C. Also ist f nach Satz 2.1.7 komplex differenzierbar
in C. Auflerdem erhalten wir mit Lemma 2.1.4, dass

F2) = S4E) +igh ) = S

O

Die folgende Uberlegung zeigt, dass nicht jede reell differenzierbare Funktion u : U — R Realteil
einer komplex differenzierbaren Funktion f : U — C sein kann.

Definition 2.1.10 Eine Funktion ¢ € C*(V,R) auf einer offenen Menge V. C R™ heifit harmo-
nisch, falls

Ap) = Zl (axj;z =0 auf V.

Satz 2.1.11 Sei f = u+iv : U — C komplez differenzierbar in U und seien u,v € C*(U,R).
Dann sind v und v harmonisch.

Beweis. Da u und v zweimal stetig (reell) differenzierbar sind, gilt

0%u 0%u 0%v 0%v
=—— und —— = .
Oxdy  OJydx Oxdy  Jydx

Die Cauchy-Riemann-Gleichungen implizieren somit

Pu Pu_ o B o P B o
0x2  Oy?  0xdy Oydr ox2  Oy?  Oxdy Oydr

0

Bemerkung 2.1.12 Die Voraussetzung im Satz 2.1.11, dass « und v C2-Funktionen sind, kann
weggelassen werden. Wir werden némlich spéter sehen, dass jede komplex differenzierbare Funktion
beliebig oft komplex differenzierbar ist. 0

Als néchstes fithren wir den Begriff der holomorphen Funktion ein.

Definition 2.1.13 Fine Funktion f : U — C heifst holomorph in zy € U, falls es eine solche
Umgebung Uy C U von 2y gibt, dass f komplex differenzierbar in Uy ist. Wir nennen f holomorph
in A C U, falls f holomorph in jedem z € A ist. Die Menge aller in U holomorphen Funktionen
bezeichnen wir mit O(U).

Bemerkung 2.1.14 (i) Ist f komplex differenzierbar in zg, so ist f nicht notwendig holomorph
in zp. Zum Beispiel ist die Funktion f(z) = 23y? + iz?y3 in jedem Punkt auf den Koordina-
tenachsen komplex differenzierbar (vgl. Beispiel 2.1.9(i)), aber sie ist nirgends holomorph.
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(ii) Ist A C U offen, so ist offensichtlich f : U — C genau dann holomorph in A, wenn f komplex
differenzierbar in A ist.

d
Wie im Reellen gelten folgende Differentiationsregeln.

Satz 2.1.15 (i) Summen- und Produktregel: Sind f1 und fo holomorph in U, so sind auch \ f1+
Aofo, A1, A2 € C, und f1 - fo holomorph in U und es gilt

Afit+Aefo) =Mfi+Xofs und (fi-fo) =fl-fat fr-f5.

(i) Quotientenregel: Sind f1 und fa holomorph in U und ist fo(2) # 0 fir alle z € U, so ist auch

A holomorph in U und

f2
(f) _fif— fif}
f2 f3 '

(i1i) Kettenregel: Sei f holomorph in U, sei g holomorph in U’ und sei f(U) C U’. Dann ist go f
holomorph in U und

(go ) (2) =9 (f(2) - f'(z) firalle z€U.

Beweis. Dies kann man genauso wie im Reellen beweisen. Wir geben hier nur einen auf Lemma 2.1.2
beruhenden Beweis von (iii) an. Sei zy € U fixiert. Wegen f € O(U) und g € O(U’) existieren nach
Lemma 2.1.2(i) eine in 2z stetige Funktion f; : U — C mit

f(z) = f(20) = (2 — 20) f1(z) firalle z€U
und eine in f(2g) stetige Funktion g1 : U’ — C mit
9(w) = 9(f(20)) = (W — f(20))g1(w) fiiralle weU".
Damit haben wir

9(f(2)) = 9(f(20)) = (f(2) = f(20))91(f(2)) = (2 = 20)91(f(2)) f1(2) fiir alle z€U.

Da g1(f(z)) - f1(2) stetig in zq ist, folgt wiederum mit Lemma 2.1.2(i), dass g o f komplex diffe-
renzierbar in zg ist. Aulerdem erhalten wir

(g0 ) (20) = g1(f(20)) - f1(20) = ¢'(f(20)) - ' (20) -

Auch der niichste Satz ist das Analogon einer Aussage fiir reelle Funktionen.

Satz 2.1.16 Sei U zusammenhdngend. Dann ist eine Funktion f : U — C genau dann konstant,
wenn sie holomorph in U ist und

f'(z)=0 firale ze€U (2.1.3)

gilt.
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Beweis. Sei f = u+iv € O(U) und gelte (2.1.3). Da (vgl. Lemma 2.1.4)
_Ou  Ov  Ov | Ou

/ o vv_ vy v
/ _8z+13x Oy lﬁy’
ist dann 5 5 5 5
a—Z(z) = a—Z(z) —0 und a—;(z) - a—Z(z) —0 firalle 2€U.
Hieraus folgt nach einem Resultat der reellen Analysis, dass u und v und somit auch f konstant
sind. Die andere Richtung der Behauptung ist trivial. O

Aus dem letzten Satz konnen wir eine interessante Folgerung ziehen. Dabei ist
Sti={z€C:|z|=1}.

Folgerung 2.1.17 SeiU zusammenhdingend und sei f € O(U). Geniigt dann f einer der folgenden
drei Bedingungen, so ist f konstant.

(a) Fir alle z € U ist f(z) € R.
(b) Fir alle z € U ist f(z) € iR.
(¢c) Fiir alle z € U st f(z) € S1.

Beweis. Gilt (a), d.h. gilt w = Re(f) = f, so ist v = Im(f) = 0. Aufgrund der Cauchy-Riemann-
Gleichungen haben wir dann

ou Ov ov
%—a—y—() und %—0,
also auch
L
9 ox

woraus nach Satz 2.1.16 folgt, dass f konstant ist.
Gilt (b), so ist Re(if) = if. Hieraus folgt, wie eben gezeigt, dass if und somit auch f konstant ist.
Gelte schlieBlich (c), d.h. u? + v? = 1. Dann ist

ua—u—i—v@—() und u@—&—v@—o
Ox or Oy oy

Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen

0 = u ua—u—l—v@ = 26_u vu@—uz@—vua—u
B ox ox) Oz or  Or y
ou ov ou Ou
_ 20U 20V _ (2 2\ du _ du
N “ax+“ay (u —H))ax ox
und
0= @ 4 6_’0 — a_u 4 2@ — @ 4 2@
“U\"e: ") T "Yor VY ar oy T br
ou v ov  Ov
_ 20U 2 2 2y OV OV
B oy + or (u )696 Or
Also ist 5 5
g% 0U
r= or 0w 0
und somit f konstant. O

Zum Schluss dieses Abschnitts fithren wir noch den so genannten Wirtinger-Kalkiil ein.
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0
Definition 2.1.18 Fir eine reell differenzierbare Funktion f : U — C definieren wir 8_f :U—C
z

und 6—{ :U — C durch
0z
of _Lfof of\ . 0f _Llof .of
0z 2\0x oy 9z 2\ox oy
Satz 2.1.19 (i) Eine reell differenzierbare Funktion f : U — C ist genau dann holomorph in U,
wenn

of "
g(z)—() fiir alle z€ U .
(i) Ist f holomorph in U, so ist
iy Of "
fl(z) = P (2) firalle ze€U.

Beweis. (i) Sei f = u+iv: U — C reell differenzierbar. Dann ist
0z 2\ox 0y) 2\0x ox oy 0oy) 2\0xr Oy 2\0y 0z/)

0
Folglich ist a—JZj = 0 zu den Cauchy-Riemann-Gleichungen dquivalent. Mit Satz 2.1.7 folgt die

Behauptung.
(ii) Sei f = u+iv € O(U). Mit Hilfe der Cauchy-Riemann-Gleichungen und Lemma 2.1.4 leiten
wir
of L(of _;of
0z 2\ 0z Oy
_1(0u 00w o
2\ 0x  0x 9y Oy
10w v\ B0 ou
2\ 0z Oy 2 \0x Oy
 Ox  Ox
ab. d

Die folgenden Aussagen kann man unter Benutzung der Regeln fiir reelles Differenzieren direkt
nachrechnen.

Satz 2.1.20 (i) Fir jede reell differenzierbare Funktion f:U — C gilt

(T w2
0z  \ 0z 0z \oz )~

0 0
(i) Fir — und 3 gelten die Summen-, Produkt- und Quotientenregel.
z z

0
(iii) Ist f = f(z) reell differenzierbar in U, ist g = g(w) reell differenzierbar in U" und ist f(U) C
U’, so gilt fiir alle z € U

dgof), Oy of . 99
221 = L) S () + 2 (F() - S (2)
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und

dgof) of dg of
2 () = S (f(2) - S (2) 5o (£(2) - S ()

Die Bedeutung des Wirtinger-Kalkiils beruht auf folgendem.

Bemerkung 2.1.21 Beim Differenzieren nach z und z darf man so tun, als ob z und z voneinander
unabhingige Variablen sind. Genauer: Ist f(z) = ¢(z,z), wobei ¢ = ¢(z!,2?) eine von reellen
Variablen z!, 22 abhiingende Funktion ist und z, z formal eingesetzt werden, so gilt, wiederum mit
formalem Einsetzen,
of
0z

) ) )
(z):a—;(z,é) und 8—2(2):8—;(2,2).

Dies soll mit dem néchsten Beispiel illustriert werden.

Beispiel 2.1.22 Wir wollen alle Punkte zg € C bestimmen, in denen die Funktion f(z) =
| 2|2 (\z|2 — 2) komplex differenzierbar ist. Da f reell differenzierbar in C ist, ist f genau dann

0
komplex differenzierbar in zy, wenn —]_C(zo) =0 (vgl. Satz 2.1.19). Nach Bemerkung 2.1.21 haben

. 0z
wir
%(z) = %(zé(zé —2))=2(22—2)+ 222 =2z (|2|* - 1) .
Also ist f komplex differenzierbar in 0 und in allen Punkten zy € S* und nur dort. O

2.2 Beispiele holomorpher Funktionen

Wir betrachten eine Potenzreihe
oo

f(2) =) an(z —z)"

k=0

um 29 € C mit Koeffizienten a; € C. Wieder genauso wie im Reellen beweist man

oo
Satz 2.2.1 Hat die Potenzreihe f(z) = Zak(z — 20)% den Konvergenzradius R > 0, so ist f in

k=0
der Kreisscheibe D(zp, R) := {z € C: |z — 29| < R} holomorph und
fl(z) = Z kap(z — 20)*~1  fir alle z € D(z0, R) .
k=1
0

Bemerkung 2.2.2 Wir werden spéter sehen, dass jede holomorphe Funktion lokal durch eine
Potenzreihe gegeben ist. O

Aus Satz 2.2.1 erhalten wir sofort
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Beispiel 2.2.3 Die Exponentialfunktion

© _k

. z

exp(z) =€* = E o
k=0

und die trigonometrischen Funktionen

NP S GO N (D
sin(z) = kz:;) o 1)!Z2k+1 und  cos(z) = ICE:% ) 52k

sind holomorph in C und

exp’(z) = exp(z), sin'(z) =cos(z), cos'(z) = —sin(z).

O

Im folgenden werden die Funktionen aus Beispiel 2.2.3 genauer untersucht.

Satz 2.2.4 Fir alle z € C ist exp(z) # 0 und @ = exp(—2).

Beweis. Die Funktion g : C — C, g(z) = exp(z) - exp(—2), ist holomorph in C und

g'(z) = exp'(2) - exp(—2) — exp(z) - exp'(—2) = g(z) — g(2) = 0.
Also ist g nach Satz 2.1.16 konstant. Hieraus folgt wegen g(0) = 1, dass
exp(z) -exp(—z) =1 fiiralle zeC.
Dies liefert die Behauptung. O

Satz 2.2.5 Sei U C C nichtleer, offen und zusammenhingend und sei f € O(U). Gilt f'(z) =
bf(z) fir alle z € U mit einer Konstanten b € C, so ist f(z) = aexp(bz) fir alle z € U mit einem
acC.

Beweis. Auf U gelte f" = bf. Wir betrachten g : U — C, g(z) = f(z) exp(—bz). Da g € O(U) und
§() = /(=) exp(—bz) — bf (2) exp(=bz) = 0,
existiert nach Satz 2.1.16 ein a € C mit
g(z)=a firalle zeU,

d.h.
f(z) =aexp(bz) firalle zeU.

Satz 2.2.6 Fir alle w,z € C gilt
exp(w + z) = exp(w) - exp(z) .

Beweis. Wir fixieren w € C. Die Funktion f: C — C, f(2) = exp(w + 2), ist holomorph in C und
es gilt f' = f. Nach Satz 2.2.5 existiert somit ein a € C mit f(z) = aexp(z) fiir alle z € C. Da

a = f(0) = exp(w),

folgt die Behauptung. O

Natiirlich kann man Satz 2.2.6 auch beweisen, indem man das Cauchy-Produkt der Potenzreihen
exp(w) und exp(z) ausrechnet.
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Satz 2.2.7 Fir alle z = x + iy € C gilt:

(i) exp(iz) = cos(z) + isin(z),

(#) sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z),

1 1

(ii) sin(z) = Z(exp(iz) — exp(—iz)) und cos(z) = E(exp(iz) + exp(—iz)),

(iv) exp(z) = e cos(y) + ie® sin(y).
Beweis. (i) und (ii) leitet man aus der Darstellung durch Potenzreihen ab.
(iii) Nach (i) und (ii) ist

exp(iz) = cos(z) +isin(z) und exp(—iz) = cos(z) —isin(z) .

Durch Addition bzw. Subtraktion dieser Identitéten erhilt man die Behauptung.
(iv) Mit Satz 2.2.6 und (i) schliefit man

exp(z + iy) = exp(z) - exp(iy) = e”(cos(y) + isin(y)) = €* cos(y) + ie” sin(y) .

O

Bemerkung 2.2.8 Die Aussage (i) aus Satz 2.2.7 wird Eulersche Formel genannt. Die Bezie-
hungen in Aussage (iii) heiflen Eulersche Darstellungen. U

Die Eulersche Formel und Satz 2.2.6 implizieren die Additionstheoreme fiir sin(z) und cos(z).

Satz 2.2.9 Fir alle w,z € C gilt

sin(w + z) = sin(w) cos(z) + cos(w) sin(z) wund cos(w + z) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z) .

Beweis. Wir haben

cos(w+ z) +isin(w+z) = exp(iw+1iz)
= exp(iw) - exp(iz)
= (cos(w) + isin(w))(cos(z) +isin(z)) ,

also

cos(w + z) +1isin(w + z) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z) + i(sin(w) cos(z) + cos(w) sin(z)) . (2.2.1)
Ersetzt man hier w und z durch —w und —z und nutzt man Satz 2.2.7(ii), so folgt

cos(w + z) —isin(w + z) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z) — i(sin(w) cos(z) + cos(w) sin(z)) . (2.2.2)

Die Addition bzw. Subtraktion von (2.2.1) und (2.2.2) liefern die Behauptung. O

Nach Satz 2.2.4 wissen wir, dass
exp(C) CC*:=C\ {0} .

Unter Benutzung der Eigenschaften der reellen Exponential-, Sinus- und Cosinusfunktion zeigen
wir

Satz 2.2.10 (i) Die Abbildung exp : C — C* ist surjektiv.
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(ii) Esist {z € C:exp(z) =1} = {2nik : k € Z}.
(i4i) Die Exponentialfunktion ist periodisch. Genauer gilt

exp(z + 2wik) = exp(z) firalle 2€C und keZ.

w

Beweis. (i) Sei w € C*. Wegen |w| # 0 und ] € S! existieren x,y € R mit e* = |w| und
w
cos(y) +isin(y) = % Fir z = z + iy gilt dann aufgrund von Satz 2.2.7(iv)
. w
exp(2) = € (cos(y) + isin(y) = ful - 127 = w.

Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Aus
exp(z) = e”(cos(y) + isin(y)) =1
folgt
lexp(z)] =e* =1 und m = cos(y) +isin(y) =1,

was wiederum

x=0 und y=2rk, keZ,

impliziert. Damit ist {z € C: exp(z) = 1} C {2nik : k € Z} gezeigt. Die umgekehrte Inklusion ist
offensichtlich.

(iii) Nach Satz 2.2.6 und (ii) haben wir fiir z € Cund k € Z

exp(z + 2mik) = exp(z) - exp(2wik) = exp(z) .

O
Beispiel 2.2.11 Die hyperbolischen Funktionen
sinh(z) = exp(2) —2exp(—z) und cosh(z) = exp(2) +2exp(—z)
sind ebenfalls holomorph in C. Dabei gilt
sinh’(z) = cosh(z) und cosh’(z) = sinh(z) .
AuBlerdem sieht man mit Hilfe von Satz 2.2.7(iii), dass
sinh(z) = —isin(iz) und cosh(z) = cos(iz) . (2.2.3)
Hieraus folgen mit Satz 2.2.9 die Additionstheoreme
sinh(w + z) = sinh(w) cosh(z) + cosh(w) sinh(z)
und
cosh(w + z) = cosh(w) cosh(z) + sinh(w) sinh(z) .
O

Mittels der hyperbolischen Funktionen erhilt man die Zerlegung von sin(z) und cos(z) in Real-
und Imaginérteil.
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Satz 2.2.12 Fiir alle z =z + iy € C ist
sin(z + iy) = sin(z) cosh(y) + icos(x) sinh(y)

und
cos(x + iy) = cos(z) cosh(y) — isin(x) sinh(y) .

Beweis. Aufgrund von Satz 2.2.9 und (2.2.3) haben wir
sin(z + iy) = sin(x) cos(iy) + cos(x) sin(iy) = sin(x) cosh(y) + icos(z) sinh(y)

und
cos(z +1y) = cos(x) cos(iy) — sin(x) sin(iy) = cos(x) cosh(y) — isin(z) sinh(y) .

O

Der néchste Satz besagt, dass sin(z) und cos(z) neben den reellen Nullstellen keine weiteren Null-
stellen besitzen.

Satz 2.2.13 (i) Die Menge aller Nullstellen der Sinusfunktion sin : C — C ist {kw : k € Z}.

(i) Die Menge aller Nullstellen der Cosinusfunktion cos: C — C ist {mw/2 + kr : k € Z}.

Beweis. Nach Satz 2.2.7(iii) ist

2isin(z) = exp(iz) — exp(—iz) = exp(—iz) [exp(2iz) — 1]

und
2cos(z) = exp(iz) + exp(—iz) = exp(iz) — exp(im) exp(—iz)
. . 7r

= exp(i(r — 2)) [exp (21 (z - 5)) - 1] .

Also ist
sin(z) =0 <= exp(2iz) =1

und -

cos(2) =0 <= exp (2i (z—§>) =1.
Mit Satz 2.2.10(ii) folgt die Behauptung. O

Satz 2.2.14 Die Funktionen sin(z) und cos(z) sind periodisch. Genauer gilt
sin(z 4+ 2wk) = sin(z) und  cos(z + 27k) = cos(z)

fiir alle z € C und k € Z.

Beweis. Dies folgt aus Satz 2.2.7(iii) und Satz 2.2.10(iii). O

Analog zum Reellen definiert man die Funktionen tan(z), cot(z), tanh(z) und coth(z). Diese Funk-
tionen sind nach Satz 2.1.15 in ihrem Definitionsbereich holomorph.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei weiteren Beispielen fiir holomorphe Funktionen. Fiir Details
verweisen wir auf [5], § 5.5 und [6], § 3.2.
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Beispiel 2.2.15 Durch
=1
((2) = Z ; )
n=1

wobel n® = exp(z - log(n)), wird eine in der Halbebene {z € C : Re(z) > 1} holomorphe Funktion
¢(2) definiert. Diese Funktion wird Riemannsche Zetafunktion genannt. O

Beispiel 2.2.16 Seien wy,wy € C derart, dass {wy,ws} iiber R linear unabhéngig ist, und sei
G(wl,wQ) = {k1w1 + kows : k’hkg S Z} .

Dann definiert

p(z)r=z—12+ > (ﬁ_$>

weG (w1, w2)
w#0

eine in C \ G(wi,ws) holomorphe Funktion g(z). Diese Funktion heiflt Weierstrasssche gp-
Funktion. Sie ist doppelt-periodisch, denn fiir alle z € C \ G(w1,ws) gilt

p(z +wi) = p(z +w2) = p(2) .

2.3 Komplexe Kurvenintegrale
Wir fithren komplexe Kurvenintegrale auf reelle Kurvenintegrale zuriick.

Definition 2.3.1 Sei I' eine orientierte stiickweise differenzierbare Jordan-Kurve in C und sei
f=u+iv:T — C stetig. Dann ist

tﬁﬂ@d%=Aﬁmmmh—v@wﬂw+{/@@wﬂw+wwwdw~

T

Bemerkung 2.3.2 Das Integral von f = u+iv tiber der Kurve I' C C erhélt man aus dem Ansatz

/ﬂamzjwmm+m%wm%H@L
T I

also dadurch, dass man dz als die komplexe 1-Form dx + idy versteht. O

Satz 2.3.3 Sei I' eine orientierte differenzierbare Jordan-Kurve in C, sei 7 : [a,b] — C eine
Parametrisierung von I' aus der fizierten Orientierung und sei f : T' — C stetig. Dann gilt

b
Aﬂaﬁzlfwwwmw.

Beweis. Sei wieder f = u+iv und sei v = a+if mit Funktionen «, § : [a,b] — R. Nach Definition
der reellen Kurvenintegrale haben wir dann

1j@ﬁu - Awuwnu—vwﬂmm+{/wWWMx+w%wdw

r

b b
= /(u(v(t))a’(t)—v(v(t))ﬁ’(t))dHi/ (v(y(1))e/ (t) + u(y(£))3'()) dt .
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Andererseits haben wir

b b
/f(v(t))v/(t)dt = /(U(’Y(t))+iv(’7(t)))(0/(t)+iﬁ'(t))dt
b

b
= /(U(v(t))a’(t)—v(v(t))ﬂ’(t))dtJri/ (v(v()a’(t) + ulv(£))3'(t)) dt .

a

O
Beispiel 2.3.4 Seien zg, z1 € C und sei I' die Strecke von zg nach z;. Dann ist
VZ[Oal]_)Ca ’Y(t):ZO"i_t(Zl_ZO)a
eine Parametrisierung von I'. Damit berechnet man
1 1
/ dz:/ 'y’(t)dt:/ (21 — 20)dt = 21 — 20
r 0 0
und
1
/ zdz = / y()Y' () dt
r 0
1
_ / (20 + t(z1 — 20)) (21 — 20) dlt
0
1 2
= zo(z1 —20) + 5(21 — 2)
1
= §(Z% - Zg) .
O

Von wesentlicher Bedeutung fiir die Theorie komplexer Funktionen ist

Satz 2.3.5 Sei zp € C, sei v > 0 und sei die Kreislinie S(zg,7) := {z € C: |z — z| = r} im
positiven Sinn orientiert. Dann gilt fir alle n € Z

/ (z—zo)"dZ:{ 0 fir n#-1
S(z0,7)

27 fir n=-1

Beweis. Die Abbildung
v:00,27] = C, ~y(t) = 20 + r(cos(t) +isin(t)) = zp + re' |
ist eine Parametrisierung von S(zp, ) in der fixierten Orientierung. Wegen
7' (t) = r(—sin(t) +icos(t)) = ri(cos(t) + isin(t)) = ire'

haben wir somit

27
[ emara = [ 60 -0
S(zo,r) 0
27 o )
= / (relt) ire' dt
0
27
— ,r,n+1/ iei(n+1)tdt
0

e [_ /0% sin((n + 1)t) c1t+i/027r cos((n + 1)t)dt

Die Behauptung ist jetzt offensichtlich. 0

Fiir das komplexe Kurvenintegral hat man folgende Rechenregeln.
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Satz 2.3.6 Sei I' eine orientierte stickweise differenzierbare Jordan-Kurve in C und seien f,g :
I' — C stetig. Dann gilt:

(i) /F()\f(z) + pg(z))dz = )\/F f(z)dz + ﬂAg(z) dz fir alle A\, pp € C,

) | [ 1) as

< max |f] - L(T'), wobei L(T') die Linge der Kurve I' ist.

Beweis. Behauptung (i) folgt aus der entsprechenden Regel fiir reelle Kurvenintegrale.

(ii) Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass I" differenzierbar ist. Ist dann v : [a,b] — C eine Para-
metrisierung von I', so haben wir

/Ff(z) dz

b
/’ﬂwﬂw%ﬂa

IN

b
/‘uwam-wwnw

IN

b
max 7| [ }(0)]
mrax|f|-L(F) .

O

Im Rest dieses Abschnitts geht es um Beziehungen zwischen holomorphen Funktionen und der
Wegunabhéngigkeit komplexer Kurvenintegrale. Dabei sei U ein Gebiet in C, d.h. eine nichtleere,
offene und zusammenhédngende Teilmenge von C. Wir bezeichnen die Menge aller orientierten
stiickweise differenzierbaren Jordan-Kurven in U mit J(U) und setzen

JYU) :={T' € J'(U) : T ist geschlossen} .

Wie iiblich bezeichne C(U, C) den Raum der stetigen Funktionen f : U — C.

Definition 2.3.7 Wir sagen, dass die Kurvenintegrale von f € C(U,C) wegunabhingig in U
sind, falls eine solche Funktion F : U — C existiert, dass

/ f(z)dz = F(z1) — F(20)
r
fiir jede Kurve T' € JY(U) mit Anfangspunkt zo und Endpunkt ;.

Lemma 2.3.8 Die Kurvenintegrale von f € C(U,C) sind genau dann wegunabhdingig in U, wenn

/Ff(z) dz=0 firalle T €JXU). (2.3.1)

Beweis. Sei f € C(U,C) und gelte (2.3.1). Wir fixieren ein wy € U und definieren F : U — C durch
Fw) = [ 1)

w

fiir eine Kurve I', € J 1(U ) von wg nach w. Dann ist F', wie man leicht sieht, korrekt definiert. Ist
I' € JY(U) eine Kurve von 2 nach z; und sind I'; € J1(U), i = 0,1, Kurven von wg nach z;, so
haben wir

Fof(z)dz+/rf(z)dz Flf(z)d,z:()
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und somit

/ F)dz= [ f)ds— [ fz)de = F(z) — Flz) .
T Iy To

Damit ist eine Richtung gezeigt. Die andere Richtung ist offensichtlich. O

In Analogie zur reellen Situation definieren wir:

Definition 2.3.9 Wir nennen F : U — C eine Stammfunktion von f : U — C, falls F € O(U)
und

F'(z) = f(z) firalle 2€U.
Satz 2.3.10 Sind Fy, Fy € O(U) zwei Stammfunktionen von f : U — C, so ist Fo — Fy konstant.

Beweis. Dies ist eine Konsequenz von Satz 2.1.16. g

Der néchste Satz besagt, dass f € C(U,C) genau dann eine Stammfunktion besitzt, wenn die
Kurvenintegrale von f wegunabhéingig in U sind.

Satz 2.3.11 Sei f € C(U,C). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F:U — C ist eine Stammfunktion von f.

(ii) Fiir jede Kurve T' € JY(U) mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z, gilt
/ f(z)dz = F(z1) — F(2) -
r

Beweis. (i)=>(ii) Sei F eine Stammfunktion von f, d.h. F € O(U) und F' = f, und sei I' € J}(U)
eine Kurve von zp nach z;. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass I' differenzierbar ist, und wihlen eine
Parametrisierung v : [a,b] — C von T" aus der fixierten Orientierung. Dann haben wir

/F f(z)dz = / S () dt = / F/(y(t))y' () dt

Wegen

folgt

dt

(il)=(i) Wir miissen zeigen, dass F’(z) = f(z) fiir alle z € U. Sei zyp € U beliebig und sei D eine
offene Kreisscheibe um zy mit D C U. Wir definieren F; : D — C durch

b O
/F sz = [ 20t = Fav) - Fo(a) = Far) = Fleo)

Fi(s) = — /[ SO i 2D\ () wd Fi(0) = fGo),

Z— 20

wobei [zp, 2] die Strecke von zg nach z bezeichnet. Da nach Voraussetzung
F(Z):F(ZO)_/ f(¢Q)d¢ firalle z€ D,
[2072]

gilt dann
F(z) = F(20) + (2 — 20)F1(20) fiiralle z€ D.
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Also geniigt es nach Lemma 2.1.2 zu zeigen, dass F} stetig in zg ist. Fiir z € D\ {29} schlieen wir
mit Hilfe von Satz 2.3.6(ii), dass

1
zZ— 20

|[F1(2) — Fi(z0)| =

/[ (O = G ac

1
‘Z—Z()|

/[ (O - s

< max [f(¢) = f(20)] -
C€lz0,2]
Hieraus und aus der Stetigkeit von f folgt die Stetigkeit von F} in zg. d

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Wegunabhéngigkeit der Kurvenintegrale einer komple-
xen Funktion und deren Holomorphie im wesentlichen dquivalent sind. Dazu benétigen wir einen
weiteren Begriff.

Definition 2.3.12 FEin Gebiet U C C heiffit einfach zusammenhingend, falls jede beschrinkte
Menge V C C, deren Rand eine geschlossene Jordan-Kurve in U ist, in U enthalten ist.

Beispiel 2.3.13 Die komplexe Ebene C, die offenen Kreisscheiben D(zg, R) := {2z € C: |z — 2| <
R}, zp € C und R > 0, und die geschlitzten Ebenen C \ {twy : t € [0,00[}, wy € S*, sind
einfach zusammenhéngend. Dagegen sind die Kreisringe A(zp, R1, R2) :={2 € C: Ry < |z — 20| <
Ry}, 20 € C und 0 < Ry < Ry, und die punktierten Ebenen C \ {wp}, wy € C, nicht einfach
zusammenhéngend. O

Bemerkung 2.3.14 Ist U C C ein beschrénktes Gebiet und ist der Rand 0U von U die disjunkte
Vereinigung von geschlossenen Jordan-Kurven, so ist U genau dann einfach zusammenhéngend,
wenn OU aus genau einer Jordan-Kurve besteht. Hierbei ist die Voraussetzung, dass U beschrankt
ist, wesentlich. Zum Beispiel ist der Rand von V = {z € C : |z| > 1} eine geschlossene Jordan-
Kurve, aber V ist nicht einfach zusammenhéngend. O

Satz 2.3.15 Sei U einfach zusammenhingend und seien u,v € C'(U,R). Dann sind die Kurven-
integrale der Funktion f = u+iv:U — C genau dann wegunabhingig in U, wenn f € O(U).

Fiir den Beweis dieses Satzes erinnern wir zunéchst an folgendes Resultat.

Satz 2.3.16 Sei V eine offene Teilmenge von R™, sei ¢ = (<p1, .. .,cp") € CY(V,R") und seien
die Kurvenintegrale von ¢ in V wegunabhdingig, d.h.

/F (p'(z)da' + ...+ ¢"(x)dz") =0

fiir alle geschlossenen stiickweise differenzierbaren Jordan-Kurven I' in V. Dann gilt

i J
ng(I):?’;ﬁl(m) firalle x€V und 4,j=1,...,n.

Beweis von Satz 2.3.15. Seien die Kurvenintegrale von f wegunabhingig in U. Nach Definition
dieser Kurvenintegrale gilt dann

/(u(az,y) dz —v(z,y)dy) = /(v(x,y) dr +u(z,y)dy) =0 firalle T € JY(U).
r r
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Hieraus folgt mit Satz 2.3.16, dass

ou ov ov  Ou
- _ 27 — = f .
3y % und 9y~ oz auf U

Das heifit, es gelten die Cauchy-Riemann-Gleichungen. Dies liefert mit Folgerung 2.1.8, dass f €
o).

Sei nun umgekehrt f € O(U). Sei T' € JL(U) und sei V' C C das von I' berandete beschriinkte
Gebiet. Da U einfach zusammenhéngend ist, ist V' C U. Unter Benutzung des Satzes von Stokes
in der Ebene und der Cauchy-Riemann-Gleichungen erhalten wir

/Ff(z)dz

/(U(fﬁ»y) dz — v(z,y) dy)+i/(v(:ﬂ7y) dz + u(z,y) dy)
N

r

(B + 2wn)) a4 [ (S - L) dey
= 0.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 2.3.17 Satz 2.3.15 wird falsch, wenn man die Voraussetzung, dass U einfach zusam-
menhéngend ist, wegldsst. Zum Beispiel ist f(z) = 1/z holomorph in C*, aber die Kurvenintegrale
von f sind nach Satz 2.3.5 nicht wegunabhéngig in C*. O

Folgerung 2.3.18 Ist U einfach zusammenhdngend, so besitzt jede Funktion f = u +iv € O(U)
mit u,v € CH(U,R) eine Stammfunktion.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 2.3.11 und 2.3.15. O

Bemerkung 2.3.19 Man kann Folgerung 2.3.18 auch ohne die Voraussetzung, dass u und v C'-
Funktionen sind, beweisen (vgl. [5], § 7.1). O

Wir beenden diesen Abschnitt mit
Beispiel 2.3.20 Wir betrachten die geschlitzte Ebene C~ := C\ ]—o0, 0] und die Funktion f(z) =
1/z. Da C~ einfach zusammenhéngend ist und da f holomorph in C~ ist, wird durch
dz
r, %

F(z) =

fiir eine Kurve I', € J}(C™) von 1 nach z eine Stammfunktion ' : C~ — C von f definiert. Zur
Berechnung von F(z) wihlen wir
Fz = Fz,l ) Fz,2 ;

wobei I', ; die Strecke von 1 nach |z| und T', 5 der Kreisbogen von |z| nach z ist. Schreiben wir
z € C™ in der Form z = re!? mit r > 0 und —7 < 6 < 7, so ist

m:[0,1]] -C, m@E)=14+t(r-1),
eine Parametrisierung von I', ; und
Y2 :0,1] = C, a(t) =re,

eine Parametrisierung von I'; 5. Folglich ist

r—1 L rigeit?
Jdz = z)d = dt AL P 0.
/f o /Zlf Z+/z2f /0 1+t<7“—1) +/0 reitd og(r)+1
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Wir erhalten somit, dass die Funktion F': C~ — C, gegeben durch
F(reie) =log(r)+if fur r>0 und —7<O<m,
holomorph in C~ ist und dass
1
F'(z) = Z fir alle 2z € C~

AuBlerdem gilt . . ‘
exp (F (re'?)) = exp(log(r) +i0) = elo8(Mell — el

Die Funktion F' € O(C™) kehrt also die Exponentialfunktion lokal um. Sie wird der Hauptzweig
des Logarithmus genannt und mit log(z) bezeichnet. O

2.4 Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralfor-
mel

Satz 2.4.1 (Cauchyscher Integralsatz) Sei U C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet,
sei f € O(U) und sei I' € JL(U). Dann gilt

/Ff(z)dzzo.

Beweis. Die Behauptung ist, unter Beriicksichtigung von Lemma 2.3.8 und Bemerkung 2.3.19, eine
der Implikationen von Satz 2.3.15. O

Wir wollen aus dem letzten Satz eine Folgerung ziehen, die zuweilen ebenfalls als Cauchyscher
Integralsatz zitiert wird. Dazu fiihren wir einen weiteren Begriff ein.

Definition 2.4.2 Wir nennen ein Gebiet U C C ein Standardgebiet, falls U beschrinkt ist und
der Rand OU von U die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Kurven T'; € JX(C) ist.

Folgerung 2.4.3 Sei U C C ein Standardgebiet und sei f holomorph in U = U UU. Dann ist
| 1@dz=0,
oU
wobei OU mit der von U induzierten Orientierung versehen ist.

Beweis. Wir zerlegen U wie im Bild unten skizziert in einfach zusammenhéngende Gebiete
Uy, ..., Uy.
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Dann gilt
k
flz)dz =Y f(z)dz. (2.4.1)
U =1 ou;
Da f holomorph in U ist, kénnen wir einfach zusammenhingende Gebiete U j’-, j=1,...,k, derart

wiihlen, dass U; C U} und f holomorph in U} ist. Dann ist 0U; € J} (U}) und mit Satz 2.4.1 folgt

f(z)dz=0 fir j=1,...,k.
o,

Dies liefert zusammen mit (2.4.1) die Behauptung. O

Als Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes berechnen wir die so genannten Fresnelschen In-
tegrale.

oo (oo}
Beispiel 2.4.4 Wir wollen die uneigentlichen Integrale / cos (t2) dt und / sin (tQ) dt be-
0 0

rechnen. Sei f(z) = exp (722), sei 7 > 0 und seien I'y, 'y und I's die im Bild unten angegebenen
Kurven.

r(1+i)

Da f holomorph in C ist, gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz
f(z)dz + f(z)dz = f(z)dz. (2.4.2)
IS} 1Y s

Seien v; : [0,7] — C, j = 1,2,3, die durch
n(t)=t, y@)=r+it und 73(t) = (1+1i)t
gegebenen Parametrisierungen von I';. Damit ist
r 2
flz)dz = / e " dt,
Iy 0

f(z)dz = i / e~ (0% 4t und
Ty 0

fz)dz = (1+i)/ e~ ()% gy
0

I's

Die Abschiitzung

S|

r r . T .
< / ’e*(”it)z’ dt = / e et dt < e’ / e"tdt = e*T21 (e’“z - 1) <
0 0 0 r

f(z)dz
I
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impliziert, dass

lim f(z)dz| =0.

T—00

1Y
Also haben wir aufgrund von (2.4.2)

lim [ f(z)dz= lim [ f(z)dz, dh (1+i)/ e—<1+i)"’t2dt=/ e dt .
Ty 0 0

T—00 F3 T—00

Da bekanntlich -
/ et dt = ﬁ ,
0 2

folgt

® e 1—i
/ e gt = VT (2.4.3)
0

Wegen
e_(l"’i)zt2 = e_m2 = cos (—2t2) + isin (—2t2) = cos (2t2) —isin (2t2)

ist (2.4.3) zu
o0 o0
/ cos (2t2) dt = / sin (2t2) dt = g
0 0

dquivalent. Substituieren wir jetzt noch s = v/2t, so erhalten wir

/OOOCOS(SQ) ds—/ooosin(s2) ds = 2\\//_7%
O

Als néchstes leiten wir die Cauchysche Integralformel her. Dabei ist der Rand S(zp, R) = {z € C :
|z — 20| = R} der Kreisscheibe D(zp, R) = {# € C: |z — z9| < R} mit der positiven Orientierung
versehen.

Lemma 2.4.5 Ist die komplexe Funktion f stetig in D(zo, R) und holomorph in D(z9,R) \ {20},

S0 15t
/ f(z)dz=0.
S(Z(J,R)

Beweis. Da D(zg, R) kompakt ist und f in D(zg, R) stetig ist, existiert

c:= max_|f].
D(Z(),R)

Mit Hilfe von Satz 2.3.6(ii) schlieen wir fiir » € ]0, R, dass
/ f(z)dz
S(zo0,7)

lim f(z)dz=0. (2.4.4)
705 (z0,m)

AuBerdem ist f fiir jedes r € |0, R[ auf dem Abschluss A(zg,r, R) des Kreisringes A(zg,r, R) =
{#z € C:r < |z — 2| < R} holomorph. Nach Folgerung 2.4.3 folgt

0= /SA(zo,r,R) f(z)dz = /S(ZO’R) f(z)dz — /S(ZO’T) f(z)dz.

/ f(z)dz = / f(z)dz firalle re€]0,R[. (2.4.5)
S(z0,R) S(z0,7)

Aus (2.4.4) und (2.4.5) erhalten wir die Behauptung. O

< max |f] - L(S(z0,7)) <c-27mr.
S(zo0,7)

Dies impliziert, dass

Also haben wir
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Lemma 2.4.6 Ist die komplexe Funktion f in D(zp, R) holomorph, so gilt

1 Q) o
F(z0) = /S i

2mi zZ— 2

Beweis. Die komplexe Funktion g, gegeben durch
f(z) = f(20)

fir 2z #z und g(20):= f'(20),
zZ— 20

9(2) ==

ist stetig in D(zp, R) und holomorph in D(zp, R) \ {20} (vgl. Lemma 2.1.2(i)). Wir wenden Lem-
ma 2.4.5 und Satz 2.3.5 an und schliefien

_ f(z) = f(z0)
0 = /S(zoﬂ) dz

zZ— 20

z dz
_ / &dz _ f(Zo)/
S(z0,R) # — %0 S(z0,R) # %0

= / ) dz — 27if(z0) .
S

(z0,R) # ~ %0

Dies ergibt unmittelbar die Behauptung. O
Satz 2.4.7 (Cauchysche Integralformel) Sei U C C ein Standardgebiet und sei f holomorph
in U. Dann gilt

1
f(z20) = — ﬁ dz  fir alle z9 €U .
21 Jou 2 — 20

Beweis. Sei zg € U. Da U offen ist, konnen wir ein R > 0 derart wihlen, dass
D(zp,R) CU.

Wir setzen

U':=U\ D(z,R) .
Dann ist U’ ein Standardgebiet und

oU’ = OU U S(z0, R)

wobei auf OU die von U und die von U’ induzierte Orientierung iibereinstimmen und U’ auf S(zq, R)

die negative Orientierung induziert. Da Zf(zz) holomorph in U’ ist, gilt nach Folgerung 2.4.3
— 20
g CRy o R VR
U’ 20 oU # — %0 S(z0,R) % ~ %0
also
S g, :/ 1) g, (2.4.6)
aU % T 20 S(z0,R) # — ”0
AufBlerdem haben wir nach Lemma 2.4.6
1
f(z0) = —/ 1) g, (2.4.7)
2mi S(z0,R) Z— 20
Aus (2.4.6) und (2.4.7) folgt die Behauptung. O

Die Cauchysche Integralformel kann folgendermaflen zur Berechnung von komplexen Kurveninte-
gralen benutzt werden.
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Beispiel 2.4.8 (i) Sei U C C ein Standardgebiet und sei —i € U. Mit der Cauchyschen Inte-

gralformel fiir f(z) = 2% — 23 und 29 = —i erhalten wir
5_ .3
/ P e [ LB g onif(a) = 2mi(—i— 1) = 4
ou ZTt1 U %2 — %0

ii) Sei U C C ein Standardgebiet mit i € U und 0 ¢ U. Dann ist f(z) = 27 holomorph in U.
g

Folglich ist
dz _ 1 fz)  f2)
/aUz7(22+1) - 21/8(](2—1 z—l—i) dz

L[ L [ 10,)

21 BU’Z—i 6UZ+i
= 7(f() = f(-1)

= 27i.

Die Cauchysche Integralformel findet auch bei der Berechnung reeller Integrale Anwendung.

2

o0
Beispiel 2.4.9 Wir berechnen das uneigentliche Integral / dz. Dazu setzen wir
0

4 +1
2
z
)= Ty
Sei
20 = L(1 +1i)
TV
und sei
Ur={2€C:Re(z) >0, Im(z) >0und |z| < R} .
Dann ist
A 41=(2—2)(z+2)(z—2)(z+ %)
und

22

&)= -G m)

ist fiir R > 1 holomorph in Ug. Also gilt nach der Cauchyschen Integralformel

_ F2) 4y — omif(ag) = T2 _ T
/(9URg(z)dZ—/8URZ_Zodz—27rf(z0)— 5 —2\/5(14—).

Seien nun andererseits I';, I's und I's die im Bild unten angegebenen Kurven fiir R > 1.
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Dann ist
| sras= [ gerazs [ g@as- [ ge)as
aUR Fl F2 FB
und somit
T
g(z)dz — / g(z)dz= —=(1+1) — / g(z)dz . (2.4.8)
/1“1 rs 2v/2 Iy
Wir parametrisieren I'y durch
VIZ[OaR]_}Ca ’71(t):t»
I's durch ‘
Y2 :[0,7/2] = C,  7a(t) = Re',
und I's durch
73:[O7R]_>(C, 73(75):1757
und berechnen
R 2 R 2
dz = —dt d dz = —i —dt 2.4.9
[ooras= [ itga wma [ o= [Tt (2.49)
sowie 12 -
T R3e3it
dz =i ———dt.
/FQQ(Z) z 1/0 Rielit 4 1
Wegen ' '
|R4e41t + 1| Z |R4e41t| o 1 — R4 o 1
und folglich
/2 |R363it} 7TR3
dz| < . dt <
Jpe|= [ i = e
gilt
lim g(z)dz=0. (2.4.10)
R—oo Ty
Aus (2.4.8), (2.4.9) und (2.4.10) erhalten wir
o 42 T
1+i/ —dt:lim( z)dz — zdz)z—l—i—i,
() [ o= Jim ([ 5@ [5G (1
d.h.
/°° x? ™
dr = .
o zt+1 22
O
27 de
Beispiel 2.4.10 Wir wollen / ———— fiir @ > 1 berechnen. Dazu parametrisieren wir S!
o a-+cos(f)
durch _
y:]0,21] = C, ~(0) =€ .
Dann ist

¥(0) +v(0)"' =2cos(f) und ~/(0) =iy(0) .
Folglich haben wir

/2” dé _ /2” v'(6) do
o a+cos(f) o 1(0) (a+5(v(0) +~(0)7)

B / dz
- Jariz (a+3(z+271))

_ 2/ dz
i Je 224 2az+17
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Nun ist
2242z +1=(2—2)(2 — 2)
mit
z1=—a++va?2—-1€D(0,1) und z3=-a—+va?2—-1¢ D(0,1).

1
Setzen wir also f(z) := , 0 ist f holomorph in D(0,1) und mit der Cauchyschen Integral-
Z — Z9

/S I /8 @ g omif(e) = T

L2+ 2az+1 D(0,1) Z — 21 a? -1

/2’* o 2r
o a+cos(d) VaZ_1

formel folgt

Insgesamt erhalten wir also

2.5 Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen

Im Abschnitt 2.2 haben wir bereits gesehen, dass eine komplexe Potenzreihe im Inneren ihres
Konvergenzgebietes holomorph ist. Jetzt wollen wir die Umkehrung beweisen. Wir wollen also zei-
gen, dass eine holomorphe Funktion um jeden Punkt ihres Definitionsbereiches in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann. Als Vorbereitung beweisen wir

Lemma 2.5.1 Sei f: S(z0, R) — C stetig und sei F: D(z9, R) — C durch

Py = f©)

2 Jseom) € 2

d¢
definiert. Fir alle z € D(z, R) gilt dann

O g

F(z) = ar(z — zo)k mit  ap = —/ —_—
kZ—O 2mi Js(z0,m) (¢ — 20)*H!

Beweis. Sei z € D(zp, R) fixiert und sei g : S(zp, R) — C durch

_ f©
9(¢) = =
definiert. Wegen
Z_ zo = 12 ;%ZO| <1 firalle ¢e€ S(%,R) (2.5.1)
— 20
haben wir
1 1 I U TS B ST A
(—z ((—2)-(2—20) (-2 1_2_§2_CZOI§)<<ZO)
und somit .
_ — f(¢) <Z—Zo) fiir all
9(¢) kZ:oC—ZO c = % ir alle ¢ € S(20,R) . (2.5.2)

Da f : S(zg, R) — C stetig ist, existiert

C = Ina .
s | f]
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Aus

‘ f(©)
¢— 20
und (2.5.1) folgt, dass in (2.5.2) gleichméfige Konvergenz vorliegt. Also kénnen wir g integrieren,
indem wir die Reihe in (2.5.2) gliedweise integrieren. Wir erhalten

- % < % fiir alle ¢ € S(z0, R)

F(z) = - 9(Q) d¢

27 S(z0,R)

1 Oo/ f(C)Z—Zo)kd
= e ¢

2mi k=0 JS(z0,R) (¢ — Zo)]€+1

= i(z—zo)’“i/ %dc

P 271 Jg(z0,m) (€ — 20)
= ag(z — zo)k .
k=0

O

Bemerkung 2.5.2 Die in Lemma 2.5.1 definierte Funktion F' ist nach Satz 2.2.1 holomorph.
Demzufolge liefert das Lemma ein Konstruktionsprinzip fiir holomorphe Funktionen aus stetigen
Funktionen. g

Satz 2.5.3 Ist f holomorph in D(zo, R), so gilt fiir alle z € D(zp, R)

- : 1 f(©)
f(z)= ar(z — 20)* mit ap = — ——=—d(.

,;) 2mi Js(z0,m) (¢ — 20)FH!

Beweis. Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
1
fiz)=— 1©) d¢ fir alle z € D(zp,R) .
2mi S(z0,R) C —Z

Damit folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 2.5.1. 0

Der letzte Satz wird auch als Entwicklungssatz fiir holomorphe Funktionen zitiert. Aus ihm kann
man eine Reihe von Folgerungen ziehen.

Folgerung 2.5.4 Ist f holomorph in U C C, so ist f unendlich oft komplex differenzierbar in U.

Beweis. Sei f holomorph in U und sei zy € U. Dann existiert ein solches R > 0, dass f in D(zg, R)
holomorph ist. Dies impliziert nach Satz 2.5.3, dass f in D(zp, R) in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann. Hieraus folgt mit Satz 2.2.1, dass f in D(zg, R) unendlich oft komplex differenzierbar
ist. Da zy € U beliebig war, ist damit die Behauptung bewiesen. O

Im folgenden bezeichne f*)(z;) die k-te komplexe Ableitung von f an der Stelle z.

Folgerung 2.5.5 Ist f holomorph in D(zy, R), so ist

f(’“)(z()):k—!/ _FE 4 g k=012,
S

2mi (z0,R) (Z — Zo)k+1
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Beweis. Aus

f(z) = Zak(z —20)* fiir alle z € D(z0, R)
k=0
folgt durch wiederholte Anwendung von Satz 2.2.1, dass

FH®) (z0) = Klay, .

Also liefert Satz 2.5.3 die Behauptung. g

Satz 2.5.6 (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen) Sei U C C ein Standardge-
biet und sei f holomorph in U. Dann gilt

(k) —
¥ (z0) 9 /BU (2= 2g)F it dz fiir alle ke N.

Beweis. Wir gehen wie beim Beweis der Cauchyschen Integralformel (Satz 2.4.7) vor. Sei also
k €N, sei zp € U und sei R > 0 so gewéhlt, dass

D(z0,R) C U .

Dann ist holomorph in U’, wobei wieder

f(2)
(z — 2

0)1€+1

U':=U\D(z0, R) .

Nach Folgerung 2.4.3 gilt somit

B e ORI i)
0‘/@[]/ (=1 /aU CErS /S<ZO,R) ()1

. e e
z z
————dz = / ———dz.
/SU (2 — zo)kt? S(z0,R) (2 — zo)kt?
Hieraus erhalten wir mit Folgerung 2.5.5 die Behauptung. U

Satz 2.5.7 Sei f holomorph in D(z9, R) und sei ¢ := Sr(na);z) |f|. Dann gilt
20,

|
‘f(k)(zo)‘ < % fir alle keN.

Beweis. Wir nutzen Folgerung 2.5.5 und Satz 2.3.6(ii) und schliefilen

s /()
(k) _ & e
’f (ZO)‘ o7 /S(zo,R) (Z _ ZO)kJFl dz

< = _ e |

=27 5o | (z — 20)FH (S(20, R))
k! c

= % : W -2TR
kle

p— ﬁ .

Definition 2.5.8 Fine Funktion, die holomorph in C ist, heiffit ganze Funktion.
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Satz 2.5.9 (Satz von Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Sei f eine beschrinkte ganze Funktion und sei M > 0 so gewéhlt, dass

If(z)| <M firalle zeC.

Da f fiir jedes R > 0 und jedes z € C holomorph in D(z, R) ist, gilt nach Satz 2.5.7 mit k =1

M
lf(z)] < = firalle R>0 undalle zeC.
Folglich ist

f'(z)=0 firalle z€C.

Also ist f nach Satz 2.1.16 tatséchlich konstant. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Beweis eines Kriteriums fiir die Hebbarkeit isolierter Sin-
gularitdten holomorpher Funktionen.

Satz 2.5.10 Ist die komplexe Funktion f holomorph und beschrinkt in D(zg, R) \ {20}, so besitzt
f eine holomorphe Fortsetzung auf D(zg, R).

Beweis. Sei f holomorph in D(zp, R) \ {#0} und gelte
f(2)] < M fiir alle z € D(zo,R) . (2.5.3)

Wir betrachten )
F:D(z,R)— C, F(z)z—_/ &dg
2mi S(z0,R) C —Z
Diese Funktion ist nach Lemma 2.5.1 und Satz 2.2.1 holomorph. Folglich sind wir fertig, wenn wir
gezeigt haben, dass
F(z) = f(z) firalle z€ D(z0,R)\ {20} - (2.5.4)
Sei z € D(zp, R) \ {20} fixiert. Sei r > 0 so gew#hlt, dass

r< @ und D(z,r) < D(z, R) ,

und sei p € ]0,|z — z0|/2[. Da g(¢) = Cf(TCl holomorph in D(zg, R) \ (D(z,7) U D(zg,p)) ist, gilt
nach Folgerung 2.4.3

f(©) f(©) f(©)
d¢ = —=d d¢ . 2.5.5
/S(zo,R) (—=z ‘ /S(,m) (—=z ot ~/S(zo7p) C—=z ‘ (2:35)
Wegen (2.5.3) und
¢ — 2| > 2=zl fiir alle ¢ € S(z0,p)
ist
1) 10 4xMp
/S(zo,p) C -z d(‘ S Cersr’l(azlfp) C -z L(S(ZO’p)) S |Z - Zo| '

Da (2.5.5) fiir alle p € ]0, |z — z0|/2[ gilt und da nach der Cauchyschen Integralformel

SO ae — omi
/ U SELCE
folgt
SO a6 — omi
/S(ZU’R) =z d¢ = 27if(z) .

Damit ist (2.5.4) gezeigt und der Satz ist bewiesen. O
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2.6 Laurent-Reihen und Residuen

Definition 2.6.1 Fine Laurent-Reihe um 2z, € C ist eine Reihe der Form

o0

Z ar(z —20)", apeC.

k=—o00
Sie heiffit konvergent in z € C, falls die beiden Reihen

-1

Z ar(z — 2)" = Za_k(z —20)" % und Zak(z — 2" (2.6.1)
k=1 k=0

k=—oc0
konvergent in z sind. In diesem Fall wird

oo -1

Z ak(z—zo)k = Z ak(z—zo)k—i—Zak(z—zo)k

k=—o00 k=—o00 k=0
gesetzt. Die erste Reihe in (2.6.1) wird Hauptteil, die zweite Reihe regulirer Teil der Laurent-

Reihe genannt.

Im folgenden sei A(zp, Ry, Re) wieder der Kreisring um zp € C mit innerem Radius R; und duflerem
Radius Rs, d.h.

A(Zo,Rl,Rg) = {Z ceC:R; < |Z — Zo| < RQ}

Dabei sind R; = 0 und Ry = oo zugelassen.

o0
Lemma 2.6.2 Sei p_ der Konvergenzradius der Potenzreihe Za,kwk, seir py der Konver-

k=1
oo
genzradius von Zak(z—zo)k und gelte 1/p_ < pi. Dann konvergiert die Laurent-Reihe
k=0

Z ar(z — 20)¥ in A(z0,1/p—, p+) gegen eine holomorphe Funktion f(z).

k=—oc0

oo
Beweis. Nach Vorraussetzung und Satz 2.2.1 konvergiert Za_kwk in {fw € C: |w| < p_} ge-
k=1

gen eine holomorphe Funktion g(w) und Zak(z —2)"in {z € C: |z — %| < py} gegen eine

k=0
—1

setzen, erhalten wir, dass Z ap(z — z)k

holomorphe Funktion f(z). Indem wir w =

z—2p et
in {z € C: |z — 2| > 1/p_} gegen die holomorphe Funktion f_(z)=g <Z_120) kon-
vergiert. Also konvergiert i ar(z — 20)" in A(z0,1/p_,p1) gegen die holomorphe Funktion
=) 0

Der niichste Satz besagt, dass eine in einem Kreisring holomorphe Funktion in eine Laurent-Reihe
entwickelt werden kann.
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Satz 2.6.3 Sei f holomorph in A(zo, R1, R2), wobei 0 < Ry < Ry < 00, und sei

1 f(©)

ay = — _ IS q¢, kez, 2.6.2
2mi S(z0,r) (C - ZO)kJrl ( )
fiir ein v € [Ry, Ra). Dann gilt
flz)= Z ar(z — 20)F  fiir alle z € A(zy,R1,Rs) .
k=—oc0

Beweis. Die Cauchysche Integralformel impliziert, dass fiir alle z € A(zg, R1, R2)

1 J (¢
i) = = ©) 4
271 JoA(z0,R1,Rs) € — 7
1 1
1 Q- L[ Sy
27 S(z0,Rz2) ¢—z 2mi S(z0,R1) (-2
Nach Lemma 2.5.1 haben wir auflerdem
1 (2 — z0)F
— 1O ¢ = 3 M/ SO 4 firalle 2 e Dz, R) .
27 S(ZU,RQ) € —Z =0 27 S(z0,R2) C — 20
Indem man die Reihenentwicklung
1 1 1 1 i(gzo)’“
C—2z (C—20)—(2—20) 2z—20 2:23_1 z— 20 =\ 2 — 20

benutzt und &hnlich wie im Beweis von Lemma 2.5.1 argumentiert, erhilt man fiir alle z € C mit
|Z — 20| > Ry

! 10 o s / IO =20 4

k:O S(Z(],Rl) (Z - zo)k+1

271 S(zo,Rl) C —Z 271
—1
(z = z)" f(€)
- _ A VA —Z___d(.
Z 27i /S(zo,Rl) (€ — 20)k ! ¢

k=—o00

Da aufgrund von Folgerung 2.4.3 und der Tatsache, dass g(¢) = L)k fiir jedes k € Z holo-

(¢ = 20)
morph in A(zg, Ry, Rz) ist, die aj nicht von der Wahl von r € [R;, Rs] abhingen, folgt fiir alle

S A(Zo,Rl, RQ)

—1 o)

f(z) = Zak(z —z0)F + Z ax(z — 20)" = Z ar(z — 20)" .
k=0

k=—o0 k=—o0

Folgerung 2.6.4 Ist f holomorph in D(zo, R) \ {20}, so gilt

oo

flz)= Z ar(z — 20)*  fiir alle 2z € D(20,R) \ {20} ,

k=—o0

wobei die Koeffizienten ay, durch (2.6.2) fir ein r € 10, R] gegeben sind.
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Beweis. Sei z € D(zp, R) \ {20}, sei r € ]0, R] und sei 7' := min{r, |z|}. Indem wir Satz 2.6.3 fiir
ein R; €]0,7'[ und Ry = R anwenden, erhalten wir

Bemerkung 2.6.5 Die Koeffizienten a; der Laurent-Entwicklung

o0

flz) = Z ak(z—zo)k

k=—o00

sind eindeutig bestimmt. Gilt ndmlich

oo

fz)= > be(z—z)" fiiralle z € A(z, R, Ry)

k=—oc0
und ist r € |Ry, Ra], so folgt mit Satz 2.3.5

/S( )(Cf(if)nﬂdgz > bk/ (¢ — z0)k~ "1 d¢ = 2niby, .

- ZO) k= —o0 S(zo0,7)

Definition 2.6.6 Sei f holomorph in D(zo, R) \ {20} und sei

o0

f)= Y awlz—z)"

k=—o00
die Laurent-Entwicklung von f um zq. Die Zahl
Res(f, z0) :=a—1

heifit das Residuum von f an der Stelle z.

Lemma 2.6.7 Ist f holomorph in D(z, R) \ {20}, so ist

Res(f, z0) = /S ROL

27
fiir jedes r €10, R|.
Beweis. Die Behauptung folgt aus Folgerung 2.6.4. g

Beispiel 2.6.8 (i) Ist f holomorph in zg, so kann f um 2 in eine Potenzreihe

f(2) =3 an(z = z)"

k=0

entwickelt werden. Also ist in diesem Fall

Res(f,20) =0.
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(ii) Sei f(z) = exp(1/z). Die Laurent-Entwicklung von f um 0 ist

0 Zk
f(Z) = k:Z_OO (7]{:)'
Folglich ist
Res(f,0)=1.
(iii) Sei f(z) = 221_ 1 Fiir |z — 1] < 2 ist
1
U e Ry
1 1

Damit ist

Bevor wir ein weiteres Beispiel angeben, beweisen wir

Satz 2.6.9 Seien g und h holomorph in zg und gelte h(zg) = 0 und h'(z9) # 0. Fiir f := g/h ist
dann

Res(f, ZO) = }i]/((zoo))
Beweis. Wegen
lim MEL g BE RGO g
Z—20 2 — 20 Z—2z0 zZ— 20
ist
° . _ _ 9(20)
Zhﬁnzlo(z 20)f(z) = W (o) (2.6.3)

Aufgrund der Existenz dieses Grenzwertes hat die Laurent-Entwicklung von f um zy die Gestalt

o0

fz2) =Y ar(z—z)".
k=—1
Dies impliziert, dass
Res(f,20) = a—1 = lim (z — 20) f(2) . (2.6.4)
z— 20
Aus (2.6.3) und (2.6.4) folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.6.10 Sei f(z) = cot(z). Indem wir Satz 2.6.9 auf g(z) = cos(z) und h(z) = sin(z)
anwenden, erhalten wir
Res(f,0)=1.



82 KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

Einer der zentralen Sétze dieses Kapitels ist

Satz 2.6.11 (Besiduensatz) Sei U C C ein Standardgebiet, seien z1,...,z, € U und sei f
holomorph in U\ {z1,...,2,}. Dann ist

(2)dz = 27riZRes(f, 2k) -

ou k=1

Beweis. Seien Ry, ..., R, > 0 so gewihlt, dass
D(zi,Rp) CU fir k=1,...,n

und

D(zi, Re) N D(z, Ry) =0 fir k#1.
Wir setzen

U :=U\ | D(z, Ry) .-
k=1

Da f holomorph in U’ ist, gilt nach Folgerung 2.4.3

n

0= i f(z)dz = /BU f(z)dz—ZL(Zk7Rk)f(z) dz,

k=1
d.h.
f(2)dz = Z/ f(z)dz . (2.6.5)
oU h—1 S(zk,Rik)
Auflerdem haben wir nach Lemma 2.6.7, dass
/ f(z)dz = 2miRes(f,z,) fir k=1,...,n. (2.6.6)
S(Zk,Rk)
Aus (2.6.5) und (2.6.6) folgt die Behauptung. O

Beispiel 2.6.12 (i) Wir berechnen

/ e]Z d
—— dz .
S3i,1) 22 +1

ist in D(i, 1) \ {i} holomorph. Da die Laurent-Entwicklung von

Die Funktion f(z) =
f um i die Gestalt

2241

oo
fz)= > a(z—1)
k=—1
hat, ist
Res(/.) = (= —i)(2) = lim = ]
i) =lim(z —1 = lim = —.
oSty z~>iz o z—iz +1 2ie

Mit Satz 2.6.11 folgt

el s
———dz = 2miRes(f,i) = — .
/5(1,1) o z i (f,1) .



2.6. LAURENT-REIHEN UND RESIDUEN 83

(ii) Zur Berechnung von

/ dz
5(0,3) 2(z = 1)(2 - 2)

betrachten wir die Funktion f(z) = Diese Funktion ist in D(0,3) \ {0, 1,2}

N
2(z—=1)(z—2)°

holomorph. Wie bei (i) sicht man, dass
Res(f,z0) = lim (z — 2z0)f(2) fiir 2z =0,1,2.

z2—20

Folglich ist

Res(f,0) = % , Res(f,1)=-1 und Res(f,2)= L .
Wir erhalten
dZ 3 o] o] ] —_—
/S(o . P P T P = 27mi(Res(f,0) + Res(f, 1) + Res(f,2)) =0

Im folgenden Satz bezeichne H die obere Halbebene, d.h.

H:={zeC:Im(z) > 0}.

Satz 2.6.13 Sei f holomorph in H\{z1,...,2,}, wobei z1, ..., z, € H. Es existiere das uneigent-
oo
liche Integml/ f(x)dz und es gelte lim zf(z) =0. Dann ist

/00 f(z)dx = Qﬂizn:Res(f, Zk) -
- k=1

Beweis. Sei Up = {z € H : |z| < R}, wobei R > 0 so grof} gewihlt ist, dass z1,..., 2, € Ug. Nach
dem Residuensatz ist dann

f(z)dz = QWii Res(f, zx) - (2.6.7)
OUr k=1
Andererseits ist
R ™ . .
F(z)dz = / F(o)d +i / Reit f(Re'") dt . (2.6.8)
OUr -R 0

Die Voraussetzung lim zf(z) = 0 bedeutet, dass zu jedem € > 0 ein ¢(g) > 0 mit
Z— 00

fE) <e fir |2 > ofe)

existiert. Ist also R > ¢(e), so haben wir

/ Reitf(Reit)dt‘ g/ |Re f(Re")| dt < 7,
0 0
was

lim Reltf(Re‘t) (2.6.9)
R—oo /g

impliziert. Da aufgrund der vorausgesetzten Existenz des uneigentlichen Integrals

R
/ flx x*hm flx)dx,
R

liefern (2.6.7), (2.6.8) und (2.6.9) die Behauptung. O



84 KAPITEL 2. KOMPLEXE FUNKTIONEN

oo
d
Beispiel 2.6.14 Wir berechnen / Y Dieses uneigentliche Integral existiert, die Funk-

—00 (-T2 + 1)2

1 —
tion f(z) = m ist holomorph in H \ {i} und Zhj& zf(z) = 0. Sei

g(z) = Zbk(z — )"
k=0

die Potenzreihenentwicklung von g(z) := um i. Dann ist

(z +1)

f2) =Y braa(z =)

k=—2
die Laurent-Entwicklung von f um i. Folglich ist

Res(f,i) =b1 =¢'(i) = % .

Wenden wir nun Satz 2.6.13 an, so erhalten wir

> dz . . T
[m W = 27T1Res(f,l) = 5 .

> d
Analog kann man / v ; fiir ein beliebiges & € N berechnen. a

—oo (22 +1)



Kapitel 3

Elemente der Variationsrechnung

3.1 Differenzierbarkeit auf Banach-Riaumen
Wir wiederholen zunéchst die Definitionen des normierten Raumes und des Banach-Raumes.

Definition 3.1.1 Ein normierter Raum ist ein (reeller oder komplezer) Vektorraum E, der mit
einer Norm || || versehen ist.

Ist E ein normierter Raum, so wird durch
d(vy,vg) := |lvy —wva|| fir wvi,ve € E

eine Abstandsfunktion d : E x E — R auf E definiert. Folglich ist ein normierter Raum immer
auch ein metrischer Raum. Damit erhalten die Begriffe “offen”, “abgeschlossen”, “Cauchy-Folge”,
“konvergent” usw. in einem normierten Raum Sinn.

Definition 3.1.2 FEin normierter Raum E heifit Banach-Raum, falls E als metrischer Raum
vollstindig ist, d.h. falls jede Cauchy-Folge in E konvergent ist.

Als nichstes beschreiben wir einen Banach-Raum, der fiir die Uberlegungen in den folgenden
Abschnitten wichtig ist. Sei U ein beschrinktes Gebiet in R™, also eine nichtleere, offene und
zusammenhingende Teilmenge von R™ und sei k € Ny := NU {0}. Sei

C*(U) :={p:U — R: ¢ ist k-mal stetig differenzierbar} .

Insbesondere ist C°(U) der Raum der stetigen Funktionen ¢ : U — R. Fiir einen Multiindex
a=(ay,...,a,) € NI sei
ol i =a1 4+ ... +ay .

Die Menge aller Multiindizes o € N mit |a| < k bezeichnen wir mit I(n, k). Ist ¢ € C¥(U) und
a € I(n,k), so sei

N olely
0% = )™ @)™ - (@)™
Zum Beispiel ist
% = fir «=1(0,0,0,...,0),
aa(p:% fir «=1(1,0,0,...,0) wund
o P

0%p fir «=(1,2,0,...,0).

T ot (822)?
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Den reellen Vektorraum
C* (U) == {¢ € C¥(U) : 0“¢ kann fiir alle a € I(n, k) stetig auf U fortgesetzt werden }
versehen wir mit der durch

el :== > suplo®p| fir ¢eC* (D)
a€cl(n,k)

definierten Norm. Auflerdem setzen wir
C’g (ﬁ) = {goe c* (U) :<p|aU :O} .

Bemerkung 3.1.3 (i) Ist ¢ € C¥ (U), so ist 9%¢ : U — R fiir alle a € I(n, k) beschréinkt. Die
Umkehrung gilt nicht. Ist z.B. U = ]0,1[ € R und ¢(x) = sin(1/z), so ist ¢ : U — R stetig
und beschrinkt, aber ¢ ¢ C° (U ), denn lirr%) (x) existiert nicht.

(ii) Haufig wird auf C* (U) auch die zu || ||, dquivalente Norm

ceCk (U % € R
@ ( )Haér;(agfk)sgpl o

betrachtet.

(iii) Wie man unmittelbar sieht, konvergiert eine Folge (¢;);cy im normierten Raum C* (U) genau
dann gegen ¢, wenn (0%p; ),y fiir jedes o € I(n, k) gleichmiBig gegen 0%¢ konvergiert.

O
Aus bekannten Konvergenzaussagen fiir Folgen differenzierbarer Funktionen erhélt man:

Satz 3.1.4 Fir alle k € Ny gilt:

(i) Der normierte Raum C* (U) ist ein Banach-Raum.

(ii) Ck (U) ist ein abgeschlossener Unterraum von C* (U) und somit selbst ein Banach-Raum.
O

Im Rest dieses Abschnitts sei E ein reeller Banach-Raum. Der duale Raum zu FE ist der Vektor-
raum E* aller linearen und stetigen Abbildungen K : E' — R versehen mit der durch

1K) = sup KL

fir KeFE*
veE\{0} o]l

gegebenen Norm.

Bemerkung 3.1.5 Ist dim E < oo, so ist jede lineare Abbildung K : E — R stetig. Dies gilt
nicht, wenn dim F = co. O

Sei D C FE nichtleer und offen.
Definition 3.1.6 (i) Eine Abbildung ® : D — R heifit Fréchet-differenzierbar oder einfach

differenzierbar in v € E, falls ein K € E* mit

lim O(v+w) — P(v) — K(w)

w—0 []l

=0

existiert. Die Abbildung D®(v) := K wird dann das Differential von ® in v genannt.
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(i) Fine Abbildung ® : D — R heifit Gateaux-differenzierbar in v € E, falls der Grenzwert

5P (v)(w) = lim iChs “‘;) — o) _ %@(v + tw)

t=0

fiir jedes w € E existiert und die Abbildung
d0(v) :w € E— §P(v)(w) €R
linear und stetig ist.

(iii) Eine Abbildung ® : D — R heifit differenzierbar (bzw. Gateaux-differenzierbar), falls
& differenzierbar (bzw. Gateauz-differenzierbar) in jedem v € D ist.

Die folgenden Sitze sind Verallgemeinerungen von bekannten Aussagen der endlichdimensionalen
Analysis.

Satz 3.1.7 Ist ® : D — R differenzierbar in v € D, so ist ® auch Gateaux-differenzierbar in v
und

d®(v) =DP(v) .

Beweis. Sei ® : D — R differenzierbar in v € D. Dann ist

lim D(v + tw) — ¢(v) — DP(v)(tw)

=0 firalle wekFE.
t—0 t

Folglich gilt

O(v+ tw) — P(v)

D®(v)(w) = tirr(l) . =0P(v)(w) firalle wekE.
O
Satz 3.1.8 Ist & : D — R Gateauz-differenzierbar und ist die Abbildung
veE D iP(v) € B
stetig, so ist ® differenzierbar. O

Definition 3.1.9 Sei ® : D — R Gateauz-differenzierbar. Ein v € D heifit stationdrer Punkt
von ¥, falls 0®(v) = 0.

Satz 3.1.10 Ist ®: D — R Gateaux-differenzierbar und hat ® in v € D ein lokales Minimum, so
ist v ein stationdrer Punkt von ®.

Beweis. Sei ® : D — R Gateaux-differenzierbar, sei v € D ein lokales Minimum von & und sei
w € E beliebig. Dann hat die reelle Funktion v(t) := ®(v + tw) bei 0 ein lokales Minimum. Also
gilt
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3.2 Aufgabenstellung und Euler-Lagrange-Gleichung

In der Variationsrechnung geht es um das Auffinden von lokalen Minima eines Funktionals, d.h.
einer Funktion, deren Definitionsbereich ein unendlichdimensionaler Raum ist.

Bei der Aufgabenstellung der Variationsrechnung im weiteren Sinne sind ein Banach-
Raum E und ein auf einer offenen Teilmenge D C E definiertes Funktional ® : D — R gegeben.
Gesucht sind alle vg € D, in denen @ ein lokales Minimum besitzt. Ist ® Gateaux-differenzierbar,
so kann man dieses Problem 16sen, indem man zunéchst alle stationdren Punkte von ® bestimmt
und anschlieflend feststellt, in welchen dieser Punkte ein lokales Minimum von ® vorliegt.

Bei der Aufgabenstellung der Variationsrechnung im klassischen Sinne geht man von
einem beschrinkten Gebiet U € R™ und stetigen Abbildungen b : U xRxR" — Rund o : 90U — R
aus. Gesucht sind dann alle g aus der Menge

M(o) :={peC" (D) ZLp|aU:U} ,

in denen das durch

ve) = [ n(ne@ 5@ @)
/hm (), erad(p)(z)) dz (3.2.1)

definierte Funktional ¥ : M(c) — R ein lokales Minimum hat. Dies kann folgendermafilen umfor-
muliert werden. Sei ¢* € M (o) fixiert. Dann ist

M(U):{@*+@I@EO&(U)} )

Also ist die obige Aufgabenstellung dazu gleichwertig, alle pg € C} (U) zu bestimmen, in denen
das Funktional

pE C'é (U) — O(p) =T(p"+¢) €R

ein lokales Minimum hat. Damit ist man in der Situation der Aufgabenstellung der Variationsrech-
nung im weiteren Sinne.

Wir werden jetzt die stationéiren Punkte eines solchen Funktionals ® durch eine partielle Differen-
tialgleichung beschreiben. Wir beginnen mit

Lemma 3.2.1 Sei U C R" ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand OU, d.h. OU ist eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™. Sei p € C* (U) und ¢ € C} (U) Dann gilt

% _ Iy
| ez == [ @,
Beweis. Sei i € {1,...,n} fixiert und sei
0
X = ¢¢8xi .

Dann ist X ein C*-Vektorfeld auf U mit

Xlgyr =0
wnd P P o
div(X) = 5xi< ¥) (%ﬁw P ou
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Nach dem Gaussschen Integralsatz (Satz 1.7.1), der auch fiir C'-Vektorfelder gilt, haben wir somit

0 - / (X, v) d(0U)
U
_ / div(X) dU
U
_ 9p ¢
— [ (Fe@w + et g ) ar.
wobei v das duBere Einheitsnormalenfeld an U bezeichnet. Dies liefert die Behauptung. O

Satz 3.2.2 Sei U wie in Lemma 3.2.1, sei
(:z:l,...,x",y,zl,...,z") cU xR xR" |—>h(xl,...,x",y,zl,...,z") eR
zweimal stetig differenzierbar und sei ® : C} (U) — R durch

B(p) = /U Wz, (), grad(p) (z)) da

gegeben. Dann gilt:

(i) ® ist differenzierbar und

Da(p)(¢) = /U (gg<x,¢<x>,grad<¢><x>>-m

*Z azz z, (), grad(p)(x)) - 38;/}1 ($)> dz

fiir alle ¢, € C} (ﬁ)

(it) Ist oo € C3 (U) ein stationdrer Punkt von ®, so gilt

Z—Z(x,cp( ), grad(p E:: (azl (z, (), grad(go)(x))) fir alle €U . (3.2.2)

Beweis. Seien p, 1) € C} (U) Dann ist

) = Lo+ )

t=0

= 5 [ apta) + @) grad(e + 1))

t=0

_ / jt h(z, p(x) + t(x), grad(p + () (2))| o
t=0
= /U (g—Z(x o(z), grad(p) +Za - (2, (), grad(p)()) - g;p,( )> da

Offensichtlich ist §®(p) € C4 (U)". AuBerdem hiingt §®(¢) stetig von ¢ ab. Mit Satz 3.1.8 folgt
die Behauptung (i).

Sei ¢o € C¢ (U) ein stationdrer Punkt von ®. Wegen (i) und Lemma 3.2.1 gilt dann

/ [g—g<x,¢<x>,grad<w><x» Yo (5 (W(x),grad(w)(ﬂc))ﬂ Yla)de =0
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fiir alle ¢ € C} (U). Dies liefert die Behauptung (i).

Die Gleichung (3.2.2) wird Euler-Lagrange-Gleichung zu h genannt.

Satz 3.2.3 Seien U und h wie in Satz 3.2.2 und sei 0 : OU — R stetig. Hat das durch (3.2.1)
definierte Funktional ¥ : M(c) — R in pg € M(c) N C? (U) ein lokales Minimum, so erfiillt ¢o

die Euler-Lagrange-Gleichung (3.2.2).

Beweis. Man betrachte das Funktional

:peCy(U) v Ulpo+y)€R,

welches ¢ = 0 als stationdren Punkt hat, und argumentiere wie beim Beweis von Satz 3.2.2. g

3.3 Beispiele fiir Variationsprobleme

Beispiel 3.3.1 Seien yg,y1 € R fixiert und sei
M(yo, 1) = { € CH[0,1]) : 9(0) = o, (1) =1} -
Gesucht sind diejenigen Abbildungen ¢ € M (yo,y1), fiir die die Kurve
T, = {(z,o(z) eR*:z €[0,1]}

minimale Lénge hat.

Offensichtlich ist
’YL,O : [07 1} - R2 ) VW(CE) = (.’17,%0(37)) bl

eine Parametrisierung von I',. Folglich haben wir fiir die Lénge L(T'y,) von Iy,

ury) = f 1

- / (1, (@) de
0

/ Vit e @)P e

d
C?;a(x)’ dz

Zu minimieren ist somit das Funktional

U M(yoy) — R, U(p) = / Wz, o(z), o (z)) dz

mit
h(z,y,z) = V1+22.

Die Euler-Lagrange-Gleichung zu h fiir ein ¢ € C2([0, 1]) lautet

oh

o (wpla) (@) = 3 (Geele) @) furalle o€ o).

Wegen
oh

Oy

(3.3.1)

(3.3.2)
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und
d (on , d ¢ () ¢ ()
— (5= (@, 0(@), ¢ () | = = -
dz <8 e ) T\ @) (14 e@?)”
ist (3.3.2) zu
S0 (3.3.3)

dquivalent. Die eindeutig bestimmte Lésung ¢g € M (yo,y1) N C3([0,1]) von (3.3.3) ist

wo(z) = (y1 —yo)r +yo -

Wir wissen damit:
Hat ¥ in einem @1 € M (yo,y1) N C?([0,1]) ein Minimum, so ist ¢1 = ¢o.
Zur vollstiandigen Losung des Variationsproblems wére noch zu zeigen:

1. Das Funktional ¥ hat ein Minimum.

2. Ist ¥ in einem ¢ € M (yo,y1) minimal, so ist ¢ € C2([0, 1]). O

Beispiel 3.3.2 Sei M(yo,y1) wie in Beispiel 3.3.1. Gesucht sind diejenigen Abbildungen ¢ €
M (yo,y1), fiir die der durch (3.3.1) gegebene C'-Weg ~,, minimale Energie hat.

Ist v ein C1-Weg in R?, d.h. eine C'-Abbildung v : [0,1] — R?, so ist die Energie F(v) von « durch

B0) = | 1

Bl = [ (14 @)?) de.
A )

7Zu minimieren ist somit das Funktional

2

e (z)] dz

dz

definiert. Demnach ist

1
T Myoy) =R, W) = / Wz, pla), o/ (x)) dz
0
mit
h(z,y,2) =1+ 2% .

Wie man leicht sieht, ist auch in diesem Fall die Euler-Lagrange-Gleichung zu h fiir ein ¢ €
C?([0,1]) zu
S0// — 0

dquivalent. 0

Beispiel 3.3.3 Seien yg,y1 > 0 fixiert und sei
M*(yo,y1) == { € C([0,1]) : p(0) = yo, (1) = y; und p(z) > 0 fiir alle z € ]0,1[} .

In diesem Beispiel sind diejenigen ¢ € M*(yo,y1) gesucht, fiir die der Flacheninhalt vol(A,) der
Rotationsfliche

A, = {(z,cos(0)¢(z),sin(0)p(x)) € R* : x € [0,1], 6 € [0,2n]}

minimal ist. Da

vl(dg) =27 [ pla)y/1+ (@) do



92 KAPITEL 3. ELEMENTE DER VARIATIONSRECHNUNG

ist das Funktional
1
WM (o) > R, W) = [ haplo). ¢ (a) de
0
mit
Wy, 2) = yv/1+ 2 .
7zU minimieren.

Wir bestimmen die Euler-Lagrange-Gleichung zu h fiir ein ¢ € C?([0,1]). Es ist

oh 2

a—y(ﬂ% p(x),¢'(x)) = /1 + (¢'(z))

2
= s ((1+ @ @)*) = (¢@)" = p@)¢"(2) - (¢ (@)
(1+w@?)” ( ) )
1 2
= L+ (¢'(2)" = ()" (2) ) -
(1+ @) ( )
Folglich erfiillt ¢ die Euler-Lagrange-Gleichung zu h genau dann, wenn

e =1+ (¢')° . (3.3.4)

Die eindeutig bestimmte Losung ¢o € M*(yo, y1) N C%([0,1]) von (3.3.4) ist

wo(x) = acosh (z + b) ,
a

wobei die reellen Konstanten a > 0 und b durch

b 1456
a cosh (—) =19 und acosh ( i ) =1
a a

bestimmt sind. O
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Die bisherigen Beispiele waren Variationsprobleme fiir Funktionen einer Verinderlichen. In den
letzten beiden Beispielen werden wir Probleme fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher betrachten.
Dabei sei B™ die offene Einheitskugel im R", also

B"i={z €R":|z| <1} .

Den Abschluss von B™ bezeichnen wir wieder mit B™. Als Rand B" von B™ haben wir die Sphire
Snt

Zunichst geht es um so genannte Minimalfliachen.

Beispiel 3.3.4 Gegeben sei eine stetige Abbildung o : S' — R. Gesucht sind diejenigen ¢ €
M(o) = {<p eC'(B?): (p|51: a}, fiir die der Flicheninhalt des Graphen

Graph(p) = {(z,¢(x)) € R3:z ¢ BZ}

von ¢ minimal ist. Zu minimieren ist also das Funktional

VM) =R, W)= [ (), mad(e)e) de.

mit
hz,y,z \/1+\z|2—\/1 +(22)% .
Wir berechnen wieder die Euler-Lagrange-Gleichung zu h. Fiir ¢ = 1,2 ist
5o (i o000, mrad(p)(0)) )
- 2 ( % (@) (14 (@) @)P) )
—1 2 1/2
= (14 Jgrad()(@)P) [ (jxs”) @ (1 +lgrade)(@) )
2@ (1+ @) (P50 0+ 25w @) |
_3/9 2 2 2
= (1 + |grad(g0)(x)\2> Y (&—;’;Z(x) + (gxf) () ( gf (x))
2 2 2 2
Es folgt

Z o (o pte) erad(p) o))
(1+Igrad(cp)(:c)IQ)_3/2 <(§;’;2(9:)+ (S;ig(x) (iﬁ(x))l (5;32(95) (g;’;( ))2

dp 2 0% de Op 0% 0%p 0%p dp 2
(50 S - GRS s+ @+ L6 (55 w@)
9% e\ O, 9y % o0 . \° 8%
b () (550) - 5@ a0~ (55) (8302)2@))
_ o2 2, N\ e
= (1+]grad(p)@)) ((H(W( >)>(ax1)2<>

2 2 2
200 ) 08 () 08 )+ (1 +(gew) ) @i;”)g<x>> |
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Als Euler-Lagrange-Gleichung erhalten wir also

dy 2 0% Op Op 0%p dy 2 0% B
(”(@>>(axl)z—2w@axlaxz+ M t) ) ey T

Diese Gleichung wird Minimalflichengleichung genannt. O

Als letztes Beispiel geben wir das so genannte Dirchlet-Problem an.
Beispiel 3.3.5 Wir betrachten
M(o) = {g@ ect (B”) : @’Sn,lz O'}

fiir eine vorgegebene stetige Abbildung o : S"~! — R. Man minimiere das Funktional

VM) R, U= [ Jgadip)a) do.

Hier ist
Wz, y,2) = 2> .
Da o
0
Jy
und

0%
(0xi)*

s (o plo).arad(p)(a)) ) =2

ist in diesem Beispiel die Laplace-Gleichung
Ap=0

die Euler-Lagrange-Gleichung zu h. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen, dass es héchstens
eine Losung oo € M(c) N C? (B") dieser Gleichung gibt. O

3.4 Laplace-Poisson-Gleichung

In diesem Abschnitt sind einige Fakten zu Losungen der Laplace- bzw. Poisson-Gleichung zusam-
mengestellt. Fiir Details verweisen wir auf [3].

Sei U C R™, n > 2, ein Gebiet. Wir erinnern an folgende Definition.

Definition 3.4.1 Eine Funktion ¢ € C*(U) heifit harmonisch, falls sie eine Lésung der Laplace-
Gleichung Ay = 0 ist.

Beispiel 3.4.2 (i) Die konstanten Funktionen und die Funktionen ¢(z) = (a,z) + «, a € R",
a €R,und p(z) = (x1)2 - (x2)2 sind harmonisch auf R™.

(ii) Wir definieren Gy : R™ \ {0} — R durch

Go(x) =
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wobei w,, das Volumen der Einheitskugel in R™ bezeichnet. Dann ist Gy harmonisch. Fiir
n > 2 sieht man das folgendermaflen. Es ist

0G 1 0 12 a2\ 17n/2
(“)xgm) B n(2—n)wn%((x) ++(I))

und folglich

(827 nwy,
Dies impliziert
o 1 . n n—2
(AGo) (x) = @;(m —n ()" fa] )

= (27" = | ™)

Analog geht man fiir n = 2 vor.

Wie man sofort sieht, ist auch
Gy :R"\{y} =R, Gy(x)=Go(z—y),
fiir jedes y € R™ harmonisch.

O

Definition 3.4.3 Die oben angegebenen Funktionen Gy, y € R", werden Fundamentallssungen
der Laplace-Gleichung genannt.

Satz 3.4.4 (Greensche Darstellungsformel) Sei U beschrdnkt und mit glattem Rand. Sei ¢ €
C? (U) und sei y € U. Dann gilt

oG, 0
o) = [ (o020 - 605 @) do0) + [ 6,f) (3p) () da
U v v U
Dabei bezeichnet 62 wieder die dufSere Normalableitung (vgl. Bemerkung 1.7.4). 0
v

Satz 3.4.5 (Starkes Maximumprinzip) Sei ¢ € C%(U) harmonisch. Eristiert ein xo € U mit

¢(z0) = sup p(z) , (3.4.1)
zeU

so ist @ konstant. g

Folgerung 3.4.6 (Schwaches Maximumprinzip) Sei U beschrinkt und sei o € C?*(U) N
Cc’ (U ( ) harmonisch in U. Dann gilt

< i . 4.
ply) < max p(x) fir alle yeU (3.4.2)
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Beweis. Wir nehmen an, dass (3.4.2) nicht gilt. Dann existiert ein zy € U mit (3.4.1). Nach
Satz 3.4.5 folgt, dass ¢ konstant ist. Insbesondere gilt (3.4.2), was ein Widerspruch zur Annahme
ist. 0

Wir nutzen das eben angegebene Maximumprinzip zum Beweis von
Satz 3.4.7 Sei U beschrinkt, sei f € CO(U) und seien ¢1,p2 € C2(U) N C° (U) zwei Lisungen
der Poisson-Gleichung zu f, d.h. es gelte
(Ag;) (z) = f(x) firale z€U und i=1,2.
Ist dann
‘P1|3U= <P2|5U . (3.4.3)
50 st 1 = 2.

Beuweis. Gelte (3.4.3). Fiir ¢ := o1 — 2 € C*(U) N C° (U) haben wir dann
?lou="0-
Da ¢ aulerdem harmonisch ist, gilt nach Folgerung 3.4.6
p(y) <0 firalle yeU.
Da auch —¢ harmonisch ist, folgt genauso
—p(y) <0 firalle yeU.

Also ist
ply) =0 furalle yeU,

d.h.
p1(y) = p2(y) furalle yeU.
O

Bemerkung 3.4.8 Sei U beschrinkt und sei o € CY(0U) vorgegeben. Eine unmittelbare Konse-
quenz von Satz 3.4.7 ist, dass hochstens eine Lésung des Dirichlet-Problems existiert. Das heifit,
es gibt héchstens eine Funktion ¢ € C*(U) N C° (U) mit

(Ap) (z) =0 firalle x€U

und

elog=ro-
0

Der folgende Satz gibt zusammen mit Bemerkung 3.4.8 eine vollstindige Losung des Dirichlet-
Problems auf der Kugel.

Satz 3.4.9 (Poissonsche Darstellungsformel) Sei
By :={r€R":|z| <R} und Spi':=0B}
fiir ein R > 0. Sei o : ngl — R stetig und sei ¢ : B — R durch

R? — Jy|? o(z) -1
= dSh

definiert. Dann ist ¢ € C*(B%) N C° (B%) und es gilt
(Ap) () =0 fir alle x € By

sowie

g0|5§_1: g .



Literaturverzeichnis

[1] I. Agricola, T. Friedrich: Globale Analysis. Differentialformen in Analysis, Geometrie und
Physik. Vieweg (2001)

[2] M. Giaquinta, S. Hildebrandt: Calculus of variations 1: The Lagrangian formalism. Springer
(1996)

[3] J. Jost: Partielle Differentialgleichungen. Springer (1998)

[4] A.L. Onishchik, R. Sulanke: Algebra und Geometrie 2: Moduln und Algebren. Deutscher
Verlag der Wissenschaften (1988)

[5] R. Remmert: Funktionentheorie 1. Springer (1995)
[6] R. Remmert: Funktionentheorie 2. Springer (1995)

[7] R. Sulanke, P. Wintgen: Differentialgeometrie und Faserbiindel. Deutscher Verlag der Wissen-
schaften (1972)



