1 Formen und duBeres Differential

Wir betrachten den n-dimensionalen reellen Raum

R"={z=(z',...,2") 2’ eRfiri=1,...,n} .

Definition 1.1 Ein Tangentialvektor an R"™ im Punkt © € R™ ist ein Paar (r,a) mit a € R™.
Der Punkt x wird dann Fulpunkt des Tangentialvektors (z,a) genannt. Die Menge aller Tangen-
tialvektoren an R™ im Punkt x € R™ bezeichnen wir mit T,R™.

Lemma 1.2 Die Menge T, R"™ ist zusammen mit den Operationen
(z,a) + (z,b) = (z,a+b)

und
alz,a) = (z,aa) fir a€R

etn n-dimensionaler Vektorraum. O
Definition 1.3 Der Vektorraum T,R™ heifit der Tangentialraum an R™ im Punkte x € R™.

Im Folgenden sei O eine offene Teilmenge des R™. (Wir werden im Weiteren hauptséchlich den Fall
O = R"™ betrachten.)

Definition 1.4 Ein Vektorfeld auf O ist eine Abbildung V, die jedem x € O einen Tangential-
vektor V(z) € TyR™ zuordnet.

Beispiel 1.5 (i) Sei {ey,...,¢,} die Standardbasis des R", also
e1 :=(1,0,0,...,0), es:=(0,1,0,...,0) usw.
Wir definieren das Vektorfeld 0; auf R™ fiir ¢ = 1,...,n durch
Oi(x) == (x,¢;) .

(ii) Sei f: O — R eine differenzierbare Funktion. Das Vektorfeld grad(f) auf O ist durch

n

grad(f) := > 0i(f)0;

gegeben. Dabei ist

O

Da {01 (x),...,0n(z)} fiir jedes z € R™ eine Basis von T,R" ist, kann jedes Vektorfeld V' auf O in
der Form

V=> Vo (1.1)

mit eindeutig bestimmten Funktionen V% : O — R geschrieben werden. Dabei bedeutet (1.1), dass

Viz) = z": Vi(z)0;(z) fiiralle x€O.

=1



Definition 1.6 FEin Vektorfeld V auf © heifit glatt :<=> Die Koeffizientenfunktionen V' : O — R,
i =1,...,n, sind von der Klasse C*°, also unendlich oft differenzierbar. Die Menge der glatten

Vektorfelder auf O bezeichnen wir mit X(O).

Definition 1.7 Fiir einen reellen Vektorraum E und k € N sei A*(T,R", E) der Vektorraum der
alternierenden k-linearen Abbildungen auf T,R™ mit Werten in E, d.h. der Abbildungen

o T,R"x...xT,R" - F

k-mal
mit den folgenden beiden Figenschaften.
(i) Fir alle vy,...,vp,w1,...,wg € T,R™, allea,FER undi=1,...,k gilt

Qo(vla sy Ui—1, QU +6wiavi+1a s avk)

= 054,0(111, ey Vi1,V Vg1 - ,Uk) + 6@(01, ey Vi1, Wiy Vi 1y e e ,Uk) .
(ii) Fir alle vy,...,vx € T,R™ und 1 <i < j <k gilt

(p(vl, ey Ui—1,V5, Vg4 1,y - - - 7Uj717Ujan+1a .. -71]19)

= _SO(UD"°7U’L717/Ujvvi+17"'7vj717vivvj+17"‘vvk) .

Des Weiteren setzen wir
AR (T,R™) := A*(T,R™,R) .

Insbesondere ist A'(T,R™) der Raum der linearen Abbildungen ¢ : T,R" — R, also der duale
Vektorraum zu T, R™. Dieser wird auch mit TR" bezeichnet und der Kotangentialraum an R"
im Punkt x genannt.

Bemerkung 1.8 (i) Die Bedingung (ii) aus Definition 1.7 kann durch die Bedingung
(;0(1)17 <o Vi1, U, Vi1 -+, Uj—1, U Ujip 15 - - - avk) =0
fiir alle v,vy1,...,v5 € T,R™ und 1 <i < j < k ersetzt werden.

(ii) Fiir k > n ist
AM(T,R™, E) = {0} .

O

Definition 1.9 Fine (reelle) k-Form auf O ist eine Abbildung w, die jedem x € O ein w, €
A*(T,R™) zuordnet.

Beispiel 1.10 Wir definieren die 1-Form dz?® auf R™ fiir i = 1,...,n durch

(dxi)x (0j(x)) :==10;; fir j=1,...,n.

O
Sind »',...,v* 1-Formen auf O, so sei v! A --- A V¥ die durch
ve(vi) o vg(vr)
(Vl ERRW I/k)m (V1,0 0) = (1.2)
vy (v1) vy (vk)



fir vy, ...,vx € T,R™ bestimmte k-Form auf O. Insbesondere ist
(v AV?), (01,02) = vy (v1)VF (v2) — v (v2)v3 (01) -
AuBlerdem gilt

VA AVTEAVAVTE A AVTE AT AT A AL
=V A AVTEAV AT A AVTTE AV AT A AR

Da die Elemente _ 4
(dzt Ao Ada™) - mit 1<ip <ip<---<ip<n

eine Basis von A¥(T,R"™) bilden, kann jede k-Form w auf O in eindeutiger Weise in der Form

w = Z wil___ik_dxil Ao Adat (1.3)
1< < <ipg<n
mit Funktionen w;, ;. : O — R geschrieben werden, wobei die Addition und Multiplikation in

(1.3) wiederum punktweise zu verstehen sind.

Definition 1.11 Das du3ere Produkt einer k-Form
wl = Z w}ln_ikdx“ Ao Adae
1<ip < <ip<n

und einer l-Form
w? = g wjzlmjldavj1 A Adatt
1< < <si<n

auf O ist die k + [-Form

W Aw? = g wh pwt drt Ao Adat Adatt A Adatt
1<ir<-<ip<n
1<ji<<qisn

Man iiberpriift leicht, dass Definition 1.11 im Fall, dass w! und w? 1-Formen sind, mit (1.2)
vertraglich ist.

Beispiel 1.12 Fiir die Formen
wl = fida! + fodz® und  w? = fzda? Ada® + fyda? A da?
auf O mit Funktionen f1,...,fs: O — Rist

w! Aw? = fi fadzt Ada® Ada® + fi fadat A da? Ada?t
+ fofsda® Ada? Ada® 4 fofuda® A da? A dz?
= f1fsdzt Ada? Ada® + fi fadat Ada? Ada?t
— fofada® Adad Adat .

O

Definition 1.13 Sei E ein reeller Vektorraum. Eine E-wertige k-Form auf O ist eine Abbildung
n, die jedem x € O ein 1, € A*(T,R", E) zuordnet.



Jede E-wertige k-Form 7 kann in eindeutiger Weise als
n= Z ml,,,ikdx“ A Adat®
1<ip<--<ig<n
mit Abbildungen n;, ;. : O — E geschrieben werden.

Bemerkung 1.14 Fiir E-wertige Formen n' und 7? ist n' An? i.Allg. nicht definiert. Jedoch kann
man N A w fiir eine F-wertige Form 7 und eine reelle Form w wie in Definition 1.11 bilden. 0

Definition 1.15 FEine E-wertige k-Form n auf O heifit glatt <= Alle Koeffizientenabbildungen
Niy..i © O — E sind von der Klasse C*°. Fiir k € N ses OF (O, E) der Raum der glatten E-wertigen
k-Formen auf O. Den Raum der glatten reellen k-Formen auf O bezeichnen wir mit Q¥(O), d.h.

QF(0) .= Q% (O,R) .

Auperdem sei Q°(O, E) der Raum der C*°-Abbildungen f : O — E. Insbesondere ist
Q%0) :=Q°(O,R) .

der Ring der glatten reellen Funktionen auf O.

Man sieht leicht ein, dass X(O) und Q(O, E) mit der punktweisen Addition und der punktweisen
Multiplikation mit reellen Funktionen Moduln iiber dem Ring Q°(Q) sind.

Bemerkung 1.16 Sei n € Q%(O, E).

(i) Statt ng(v1,...,vx) fir x € O und vy,. .., v, € T,R™ schreiben wir auch n (vy,...,vg).
(ii) Sind X1i,..., Xk € X(0), so sei n(Xq,...,Xy) € Q°(O, E) durch

n(Xq1,..., X)) () =0 (X1(x),..., Xp(x))
erklart.
(iii) Ist f € Q9(0), so sei
fAn:=fneQtO,E).
(Analog fiir f € Q°(0, E) und n € Q¥(0).)

O

Definition 1.17 Das #uBere Differential d : QF(O,E) — QYO E), k € Ny, ist folgender-
mafen definiert. Ist

= 3 mhpeadet A Ada’ € QN0 B),

1<i1 << <n
S0 set

dn := Z Z (3'j(177;1_..¢k)dxj Adzft A Adat .

1<iy <--<ip<n j=1

Insbesondere ist
n

df :=>_0;(f)da’ fiix feQ°O,E)

j=1
und somit gilt

1<i1 < <ig<n



Beispiel 1.18 Fiir die Form
w =sin (z'z?) da' A dz® € Q*(RY)
ist
dw =z cos (z'2?) dz' Ada' Ada® + 2! cos (z'2?) da? A dz' A da?

= 2! cos (sclm4) dz' Adaz® Adaz? .

Satz 1.19 (i) Fir w',w? € QF(O) ist
d (wl —|—w2) = dw!' +dw? .
(i) Fir w' € Q¥(0) und w? € QYO) st
d (W' Aw?) = dw' Aw? + (-1)Fw! Adw? .

(iii) Ist f € Q°(R) die durch

f(@) =
definierte Funktion, so ist ‘
df =dz".
(iv) Fiir jedes w € QF(O) ist
ddw =0.

Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus Definition 1.17 und der Ableitungsregel
fiir Produkte von Funktionen.

(iii) Sei f wie angegeben. Dann ist
9;(f) = di
und somit

df =Y 0;(f)da? =) 6;;da’ = da’ .
j=1 j=1

(iv) Sei f € Q°(O). Dann ist

ddf =d ( ; 3j(f)dxj)
j=1

= ) 9,0;(f)da’ Ada?

i,j=1

= 0:0;(f)da’ Ada? + " 0;0;(f)da’ A da?
i<J >3]

= Z alaj(f)dx’ Adz? + Z 8381(f)dx3 A da?
1<J 1<j

= (9:0;(f) — 0;0:(f))da’ A da?
1<J

was nach dem Lemma von Schwarz
ddf =0 (1.4)



impliziert. Laut Definition 1.17 gilt auflerdem
d(dz A+ Ada'™) =0. (1.5)

Ist nun _ _
w= Z Wiy i da™ A Ada'

1<iy < <ip<n
so erhalten wir aus (1.4) und (1.5) mittels der Aussagen (i) und (ii)
ddw = Z d (dwil...ik Adrt A A dxi’c)
1<i1 < <ix<n

= > (ddwi, i Ada™ A Ada' = dw;, g Ad(dz A Ada™))
1<ip < <ip<n

=0.

Bemerkung 1.20 (i) Satz 1.19(iii) rechtfertigt die Bezeichnung dz'.

(if) Die Aussagen (i) und (iv) aus Satz 1.19 gelten in gleicher Weise fiir E-wertige Formen, die
Aussage (ii) gilt auch fiir w! € Q¥(0, F) und w? € QY(0).

O

Definition 1.21 (1) Ist {i1,...,in} = {1,...,n}, so bezeichne ;, ,, das Signum der Permu-
tation

je{l,...,n}—i;e{l,...,n}.

(2) Der Hodge-Operator * : Q¥(O,E) — Q" *(O,E), k = 0,...,n, ist durch die folgenden
zwei Bedingungen definiert.

(i) Fir alle n*,n? € QF(O,E) ist
(' +n2) = xn' + 2 .
(ii) Fir alle f € Q°(O, E) und alle 1 <iy < --- < i) <n ist
s (fda A AdE™) =gy gy fATT A A dadr
wobei {i1, ... ik, J1, s Jn—k} ={1,...,n}.
Wie man leicht sieht, ist
da A Adate /\*(dgci1 /\--~/\dwi’“) =dzt Ada? Ao Ada™ .

Insbesondere ist
sf = fdzt A Adz™ und  x (fdxl/\-~-/\dx") =f

fir f € Q%O, E).
Beispiel 1.22 Fiir
w= fide' Ada® + fodz? Adz? € Q*(RY, E)
mit f1, fo € QO(R47 E) ist
*w = 51324f1dx2 Ada* + 52413f2dx1 A da?

= —fidz? Ada? — fodazt Ada® .



2 Lie-Algebren und Lie-Gruppen

Definition 2.1 (1) Eine (reelle) Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum g mit einer Operation
(X1, Xp) egx g [X1,Xp] €9,
die den folgenden Eigenschaften geniigt.
(i) [,-] ist bilinear, d.h. fir alle X1,X5,Y1,Ys € g und alle aq, a9, B1, 02 € R ist
[a1 Xy + a2 X, 1Y1+82Ya] = on 51 [ X1, Yi]+ a1 B[ X1, Yol + e [ Xo, Y]+ aof2[ X2, Yo
(ii) [,-] ist antikommutativ, d.h. fir alle X1, Xs € g gilt
[X1, Xo] = —[Xo, X4 .
(iii) [-,-] erfillt die Jacobi-Identitét, d.h. fiir alle X1, Xo, X5 € g gilt
(X1, [Xo, Xs]] + [ X, [ X5, Xa]] + [X3, [X1, Xo]] = 0.
(2) b heifft Lie-Unteralgebra der Lie-Algebra g :<=> b ist ein Unterraum von g und

[Xl,XQ] S [] fﬁ?” alle Xl,XQ S [’) .

Ist (g, [, ]) eine Lie-Algebra, so wird die Operation [, -] die Lie-Klammer oder das Lie-Produkt
von g genannt.

Sei K =R, C und sei M,,,(K) der Vektorraum der (m x m)-Matrizen mit Koeffizienten in K.
Lemma 2.2 gl(m,K) := M,,(K) ist zusammen mit der durch

(X1, Xo] = X1 Xs — X0 Xy

definierten Operation [, -] eine Lie-Algebra.

Beweis. Die Bedingungen (i) und (ii) von Definition 2.1 sind offensichtlich erfiillt. Wir zeigen (iii).
Es ist
(X1, [Xo, X3]] + [Xo, [X3, X1]] + [ X3, [X1, Xo]] = X1 Xo X3 — X1 X3Xs — XoX3X) + X3X2X,
+ XoX3X7 — Xo X1 X3 — X3X7 X0 + X1 X3X5
+ X3X1 X0 — X3 X0 X1 — X1 X0 X35+ X0 X1 X3
=0.

Lemma 2.3 Die Mengen

u(m) = {X € M,,(C): X+ XT =0},
su(m) = {X € M;,(C) : X + XT =0 und tr(X) =0} ,
so(m) := su(m) N M,,(R)

sind Lie-Unteralgebren von gl(m,C).



Beweis. Offensichtlich sind u(m), su(m) und so(m) Unterrdume von gl(m, C). Sind X1, Xs € u(m),
S0 ist

R ——T —T
[Xl,XQ] + [Xl,XQ} =X1Xo —Xo X1+ X1 X — XXy
= X1 Xy - Xo X1 + XEX;F - XFX;F
=X1X9 — Xo X7 +X0X1 — X1X5
=0

und
tI‘([Xl,XQ]) = tr(Xng) — tr(XQXl) =0

Die Behauptung folgt nun unmittelbar. O
Wir werden vor allem die Lie-Algebren u(1) und su(2) betrachten. Fiir diese haben wir

u(l) =Ri

5u(2):{< _t12 _Zti>:teR,z€(C}.

AuBerdem ist die Lie-Algebra u(1) abelsch, d.h.

und

[X1,X2] =0 firalle X;,X;e€u(l).

Sei GL(m, C) die Gruppe der invertierbaren Matrizen g € M,,(C). Das Einselement von GL(m, C)
bezeichnen wir mit I,,.

Definition 2.4 Die Exponentialabbildung exp : gl(m,C) — GL(m,C) ist durch

1
exp(X) := Xt =T, + X+ X%+ (2.1)

2

NE
==

~
Il
o

definiert.

Bemerkung 2.5 (i) Man betrachte auf M,,(C) die durch
1/2

X0 = D 1Xy? fir X = (X)),

ij=1,..om
1,7=1

definierte Norm. Dann ist
[ X1 - Xof| <[ Xl [ Xef] fir X3, X2 € My, (C),

also insbesondere
| XF|| < 1 X[*F fir X € M,(C).

Somit haben wir

le

- HXII’“
< Z = exp([| X))
k=0

fiir alle [ € N, woraus die Konvergenz von (2.1) folgt.



(ii) Wie man leicht nachrechnet, gilt
exp(t1 X + t2X) = exp(t1.X) exp(t2X)
fiir alle ¢1,¢2 € R und alle X € gl(m, C). Insbesondere ist
exp(X) exp(—X) = exp(0) = I

und somit tatséchlich
exp(X) € GL(m,C) .

Lemma 2.6 Sei X € gl(m,C) und g € GL(m,C). Dann gilt:
(i) Die Abbildung t € R+ exp(tX) € M,,,(C) ist differenzierbar und

%exp(tX) =exp(tX)X .
(ii) exp (9Xg™') = gexp(X)g~*.

(iii) det(exp(X)) = exp(tr(X)).

Beweis. (i) und (ii) folgen unmittelbar aus Definition 2.4.
(iii) Sei X € gl(m,C) eine obere Dreiecksmatrix, d.h. es gelte
X =0 fir i>j.
Dann ist
~ (XK X)"

(exp(X))”. = 2 I o= g ( kl:) = exp(f(ii)

firi=1,...,m und
(exp(X))ij =0
fiir ¢ > 7. Somit ist

det (exp(X Hexp = exp (i > = exp tr(X)) . (2.2)

Ist X € gl(m,C) beliebig, so wihlen wir ¢ € GL(m,C) derart, dass X := gXg~' eine obere
Dreiecksmatrix ist, und schliefen mit Hilfe von (i ) und (2.2), dass

det(exp(X)) = det (g exp(X ) = det (exp (X))
= exp(tr(X)) = exp(tr(X)) .

Wir setzen jetzt
U(m) f{geGLm,C) 99" =1In} ,
SU(m) := {g € GL(m,C) : gg" = I,, und det(g) =1} ,
SO(m) := SU(m) N M, (R) .

Insbesondere ist

Ul)={z€C:|z]=1}=5"

und
Z

1 2
SU(2):{( jzg fl ) 21 22 € C und ’21‘2+‘z2|2:1} >~ g3

Man sieht einfach ein, dass U(m), SU(m) und SO(m) Untergruppen von GL(m,C) sind.



Definition 2.7 Sei G = U(m), G = SU(m) oder G = SO(m). Fine Kurve v : R — G heifit
differenzierbar :<= Die Verkniipfung tc oy : R — M,,(C) von v mit der Inklusion tq : G —
M., (C) ist differenzierbar.

Satz 2.8 Sei G wie in Definition 2.7 und sei entsprechend g =u(m), g = su(m) bzw. g = so(m).
Dann gilt:
(i) Ist X € g, so ist exp(X) € G.

(ii) Fir X € gl(m,C) gilt X € g genau dann, wenn eine differenzierbare Kurve v: R — G mit

dy
~(0)=1,, und E(O) =X (2.3)

existiert.

Beweis. (i) Die Behauptung erhilt man aus folgenden Uberlegungen. Fiir X € u(m) ist (vgl.
Bemerkung 2.5(ii))

eXp(X)eXp(X)T = exp(X) exp (XT) =exp(X)exp(—X) = I, .
Ist tr(X) = 0, so gilt nach Lemma 2.6(iii)
det(exp(X)) = exp(tr(X))=1.
(i) Ist X € g, so ist nach (i) und Lemma 2.6(i) durch

V() := exp(tX)

eine differenzierbare Kurve v : R — G mit (2.3) definiert. Damit ist eine Richtung der Behauptung
gezeigt.

Die andere Richtung sieht man folgendermafien. Sei v : R — G eine differenzierbare Kurve mit
(2.3). Fiir den Fall G = U(m) haben wir

=X+X7T.
t=0

0= 2 (vor®")

- (ﬁﬂ(twﬁvwﬂ(t) )

Ist G = SU(m) und bezeichnen ~(1)(t), ..., vum)(t) und X(,..., X, die Spalten von ~(t) bzw.
X, so gilt zusétzlich
d

0= o det(+(?))

t=0

= dg det (’Y(l)(t)v <o V(m) (t))

t=0

S dyi
= det (7(1)@), V- (), di) ), Y1) (), - Y(m) (ﬂ)
i=1 t=0
= Zdet (V) (0); -+, (i=1) (0), X3y Yi41) (0); - -+, ¥ (0))
i=1
=) X
i=1
=tr(X) .
Dariiber hinaus gilt offensichtlich X € M(m,R), falls G = SO(m). O

Bemerkung 2.9 (i) U(m), SU(m) und SO(m) sind Beispiele fiir kompakte Lie-Gruppen.
(ii) Sind G und g wie in Satz 2.8, so heifit g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G.
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3 Die Yang-Mills-Gleichung iiber R"

Sei G die kompakte Lie-Gruppe U(m), SU(m) oder SO(m) fir ein m € N und sei g die Lie-Algebra
von G.

Definition 3.1 FEin G-Zusammenhang auf R" ist eine glatte g-wertige 1-Form A auf R™, also
ein Ausdruck der Form

A= i A;da’
i=1
mit glatten Abbildungen Ay,..., A, : R™ — g.
Definition 3.2 Wir definieren die Abbildung
(n',n%) € Q°(R", g) x Q' (R",g) = [n",7?] € Q"' (R", g)
durch die folgenden zwei Bedingungen.
(i) Firn', 7t € Q¥R", g) und n?, 7% € Q(R", g) ist
[+t + 72 = [, n?] + [nh 2] + [ ?) + [t 7]
(ii) Ist n' = fiw! und n? = fow? mit wt € QF(R"), w? € QUR™) und f1, f € Q°(R", g), so ist
(', n?] = [f1, folw! Aw? .
Lemma 3.3 Sei n' € QF(R",g) und n* € Q(R",g). Dann gilt:
©) o) = (DM ],
(ii) d[n',n?] = [dn",n?] + (=1)* [n", dn?].
(i) Firk=1=1und X,Y € X(R") ist
[ n?] (X,Y) = [n"(X),n* (V)] = [n" (V) n*(X)] -

Beweis. Wir konnen uns auf den Fall einschriinken, dass n' = fiw! und n? = fow? wie in Definiti-
on 3.2(ii). Dann ist

[7717772] _ [fl,fQ]Wl /\w2 _ (71)kl[f1,f2]w2 /\wl _ (71)kl+1[f2,f1]w2 /\wl _ (71)kl+1 [772’771] )

Auflerdem sieht man mittels

0; [fh fg]dﬂ?z Awh A w?

|

s
Il
N

d[fl, fg] A w1 A w2

I
M=

([0 f1, fo] + [f1, 0 fo])da’ A w! A w?

?

Il
-

n

= [dfi AW, 0?] + (=1 ) [f1, 0 folw! Adat Aw?

1=

= [dfinw' n?] + (=" [

==

5 dfg A\ (4.)2]

11



und Satz 1.19(ii), dass

d ', n’] = d([f1, folw' Aw?)
= d[f1, fo] Aw' AW? + [f1, fo] (dw' Aw? + (=1)Fw! A dw?)
= [dfi nw', 0] + (=DF ', dfo Aw?] + [Ade!, n?] + (—1)F [, f2dw?]
= [dfi Aw' + frdw!, fou?] + (=1)F [fiw!, dfo Aw® + fodw?]
= [dn",n?] + (=" [n", dn?] .
SchlieBlich gilt fiir k =1 =1 und X, Y € X(R"), dass
[ m?] (X, Y) = [f1, folw' AW*(X,Y)
= [f1, f2] (W' (X)?(Y) = 0! (V)w?(X))
= [iw!(X), fow* (V)] = [frw'(Y), fow? (X)]
[ 1

' (X),* (V)] = |

dt_l
B
—
)~<
o
3
()
»
Pt

Definition 3.4 Die Krimmungsform eines G-Zusammenhangs A auf R™ ist

=dA+ = [A Al € Q*(R",g) .

Sind X,Y € X(R"), so gilt nach Lemma 3.3(iii)

FAX,Y)=dA(X,Y) + %[A, Al(X,Y)
1

5 ([A(X), A(Y)] = [A(Y), A(X)]) ,

= dA(X,Y) + 5

lso
) FAX,Y)=dA(X,Y) + [A(X), A(Y)] .

Lemma 3.5 Fiir einen G-Zusammenhang

A= En:Ald.’Ez s
i=1

15t
FA = Z Fi?dxi A da?
i<j
mit

= 0iA; — 9;A; + [As, Aj] .

Beweis. Es ist
Fj} = F40;,0;) .
Mit
dA = Z 0i(A;)da’ A da’?

3,7=1

—Z@A )dzt A da?

i<J

und (3.1) folgt die Behauptung.
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Definition 3.6 Fiir einen G-Zusammenhang A auf R™ und k = 0,1,2,... ist das duflere kova-
riante Differential
d*: Q*(R", g) — Q"R g)

durch
d?n == dn + [A, 7]

definiert.

Satz 3.7 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™. Dann gilt

(i) die Bianchi-Identitit d4F4 =0,
(i) dAddn = [F4,n] fir alle n € QF(R", g).

Beweis. (i) Unter Benutzung von Satz 1.19(iv), Lemma 3.3 und der Jacobi-Identitét schlieflen wir

dAFA = a4 (dA + ;[A,A]>

— ddA+ %[dA, Al - %[A,dA} +[A,dA] + %[A, (4, A
_ f%[A,dA] - %[A,dA] +[A,dA] + %[A, (A, A

(4,4, A]]

1
2
1 &« , ,
— 2 Z [A;, [Aj, Ap]]dz® A da? A dzF

:% zn: ([As, [Aj, ARl] + [A, [Ax, A] + [Ag, [Ai, Aj]))da® A da? A dzF
0

(ii) Sei n € QF(R", g). Dann ist nach Satz 1.19(iv) und Lemma 3.3

d*d?n = d? (dn + [A, 7))
= ddn + [dA, 5] — [A,dn] + [A,dn] + [A, [4,7]]
= [dAv 77] + [Av [Av 77]] .

Es bleibt zu zeigen, dass
1
[A, (A, n]] = (1A, Al 7] - (3.2)

Zur Verifikation dieser Gleichung kénnen wir annehmen, dass n = fw fiir ein f € Q°(R", g) und
ein w € QF(R™). Dann ist

[A7 [Av "7“ = Z [Aia [Aj7 f“dxz Adz? Aw

ij=1

- Z [Ai, [f, Aj]lda" A da? Aw
1,7=1
= >[4, [f, Adlda’ Adad Aw

ij=1

13



und
n

[[A, A], 5] = Z [Ai, Aj], flda* Ada? Aw == > [f,[As, Ajllda’ Ada? Aw,

J=1 ij=1
woraus mit Hilfe der Jacobi-Identitét

204, [A, )] = [[A, ALl = D ([As [Ay, f1+ [Ag, [, A] + [f, [A 4] da’ Ada? Aw =0

i,j=1

und somit (3.2) folgt. O

Definition 3.8 Fin G-Zusammenhang A auf R™ heiffit Yang-Mills-Zusammenhang <= A ist
eine Losung der Yang-Mills-Gleichung

dA%FA =0.

Bemerkung 3.9 Die Yang-Mills-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung,
welche i.Allg. nichtlinear ist. U

Beispiel 3.10 Sei A ein U(1)-Zusammenhang auf R™. Dann ist
F4=d4

und
dinp=dn fir ne QFR™ u(1)).

Folglich hat die Yang-Mills-Gleichung fir G = U(1) die Gestalt
dxdA=0.

Insbesondere ist diese Gleichung linear in A. g

Beispiel 3.11 Sei
3
A=) Adat
i=1

ein G-Zusammenhang auf R? mit konstanten Abbildungen A; : R? — g, i = 1,2,3. Dann ist (vgl.
Lemma 3.5)

FA = [Ay, Ag)dz' Ada? + [Ay, As]dat A da® + [Ag, Ag]da® A da .
Folglich ist
*FA = [Ay, Ag]da® — [Ay, Ag]da? 4 [Ag, Ag]da?
und somit
dA*FA = [A, *FA] = (—[Al, [Al,Ag]] — [AQ, [Ag,A3H)d])1 A\ d$2
+ ([A1, [A1, As]] — [As, [As, A3]])da! A da?
+ ([AQ, [Al,AQ]] + [Ag, [Al,Ag]])dl‘Q A dJEB .
Also ist A genau dann ein Yang-Mills-Zusammenhang, wenn

3
D A [AL Al =0 fiir j=1,2,3.

i=1

Analoges gilt iiber R™ fiir beliebiges n € N. O
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4 Eichtransformationen

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass der Losungsraum der Yang-Mills-Gleichung invariant unter
der Wirkung von so genannten Eichtransformationen ist. Dabei sei G wie bisher eine der oben
angefithrten kompakten Lie-Gruppen und g ihre Lie-Algebra.

Definition 4.1 Fine Abbildung o : R™ — G heifft glatt <= Die Verkniipfung tqg oo : R™ —
M, (C) von o mit der Inklusion v : G — M, (C) ist glatt, also unendlich oft differenzierbar.
Die Gruppe G(R™, G) der glatten Abbildungen o : R™ — G bezeichnen wir mit G(R™, G). Die
Gruppenmultiplikation ist dabei durch

(0102) () := o1(z)02(T)

fir x € R™ und 01,09 € G(R™, G) definiert.

Satz 4.2 Se: .
A=) Ada’
i=1

ein G-Zusammenhang auf R™ und sei o € G(R™, G). Dann ist auch

A-c:=0tA0+0  do = Z (67 Ajo + 07 10,0) da’ (4.1)

i=1
ein G-Zusammenhang auf R™. AufSerdem gilt
(A . 0'1) c 09 = A- (0’10’2)
fiir alle 01,09 € G(R™,G). (Das heifit, durch (4.1) ist eine Rechtswirkung von G(R™, G) auf den

Raum der G-Zusammenhinge auf R™ definiert.)

Bemerkung 4.3 Die Elemente o von G(R",G) bzw. die durch (4.1) definierten Zuordnungen
A — A - o heiBen Eichtransformationen. O

Zum Beweis von Satz 4.2 benutzen wir
Lemma 4.4 Sei g € G und X € g. Dann ist auch gXg~! € g.

Beweis. Wir setzen
v(t) :=exp (tgXg~') fir teR.

Dann ist
1(t) = gexp(tX)g~' € G.

Auflerdem ist

dvy _
10) =L wnd () =Xy
Mittels Satz 2.8(ii) folgt
gXgleg.

Beweis von Satz 4.2. Wir miissen zunéchst zeigen, dass

o N x)Ai(z)o(z) + o ()i (0)(z) € g
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fir alle s =1,...,n und jedes x € R™. Lemma 4.4 impliziert, dass

o N x)Ai(z)o(z) € g

Setzen wir
v(t) =0o l(x)a(:r + te;)
S0 ist
10 = wnd T 0) =07 @) (0)(x)

Seien jetzt 01,09 € G(R™, G). Dann haben wir

(A-0y) 09 = (01_1A0'1 + Jl_ldal) 09

1 -1 ~1_-1 -1 _—1
o1 Acioy+ 05 07 (doy)og + 05 0y o1doz

= 0'2_
= (0102)_1A0102 + (0’10’2)_1(1(0'10'2)

=A- (0'10'2) .

Satz 4.5 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™ und o € G(R™,G). Dann gilt:
(i) F4° =07 FA0, d.h. F{}* =0 Fjjo fir1 <i<j <n.
(i) Ist n € QF(R", g), so ist auch o~ 'no € Q¥(R", g) und

dAe (0_1770) =o ! (dAn) 0.
Beweis. (i) Aus

folgt
0; (0_1) = —0_181-(0)0_1 .
AuBlerdem gilt
[9X1971, 9X297"] = g[X1. Xalg ™
fir X7, X5 € g und g € G. Damit schlielen wir, dass

F{?'U =0; (U_lAjO' + J_laja) —0; (U_IAZ'O' + 0_181-0)

+ [aflA,;cT + 07 19,0, UflAjo + 0718]40]

= —a_lai(a)a_lAja + 0_18i(Aj)a + a_lAJOia — a_lai(a)a_laja + a_lﬁiaja
+0710j(0)0 Ajo — 071 0;(Ai)o — ot A 00 + 00 (0)o T o — 070,050
+ [0_1Ai0,0_1Aj0] + [a_lAia,o_lﬁjo] + [o_lﬁia,o_lAjU] + [a_laia,a_laja]

=0 '9;(A))o — 07 0;(A)o + oA, Ajlo
—0710;(0)0 Ajo + 07 A;j0;0 — 071 0;(0)
+0710i(0)0  Ajo — 07 A0j0 + 0710 (0)o T Do
+ 07 40,0 —0710(0)0  Ajo + 0 0i(0)o T Ajo
— 0 ' A;0i0 + 07 10i(0)0 00 — 071 0;(0)0 Do

=0 YN0;A; — 0;A; + [Ai, Aj])o

_ _—1pA
=0 Fjo.

-1
o 00

16



(i) Wir kénnen uns wieder auf den Fall einschréinken, dass n = fw fiir ein f € Q°(R", g) und ein
w € QF(R"). Die Beziehung
o o = o fow € Q¥ (R", g)

folgt dann aus Lemma 4.4. Des Weiteren haben wir

dAe (0_1770) =d (0'_17]0') + [O'_IAO' + o~ tdo, 0_1170]

0; (o_lfa) dz' ANw+ o fodw + Z [U_lAiU + 019,00, a_lfa} dzt Aw

=1

N
Il
_

|

(=07 '0;(0)0  fo+ 07 0;(f)o + 07 fOio) da' Aw+ 07! fodw

|

Il
-

K3
n

+ Z (o7 'Ai, flo+ 07 0i(0)o ™ fo — o7 fOio) da' Aw
i=1
=g 1 <Z 0i(f)da’ Aw + fdw+ Y [Aj, fldz’ A w) o
i=1 i=1
— o1 (d(fw) + [A, ful)o
=0 ! (dAn) o.

O

Folgerung 4.6 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™ und sei o € G(R™, Q). Ist A ein Yang-Mills-
Zusammenhang, so ist auch A - o ein Yang-Mills-Zusammenhang.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 4.5 schlieflen wir
dATx AT = d4 7« (U_lFAa) = d4° (O'_l*FAO') =g ! (dA*FA) o,

was sofort die Behauptung liefert. O

5 Die Yang-Mills-Gleichung unter konformen Transforma-
tionen

Im Folgenden sei O wieder eine offene Teilmenge des R™.

Definition 5.1 Sei ® = (<I>1, ey <I>”) : O — R" differenzierbar. Die Tangentialabbildung von
® an der Stelle x € O ist die durch

T,0(0;(x)) = Y 0; () (2)0;(2(x)) fiir i=1,...,n
j=1
gegebene lineare Abbildung T, ® : T,R™ — Ty, R™.

Definition 5.2 Ist ® : O — R" differenzierbar und n eine E-wertige k-Form auf R™, so ist die
E-wertige k-Form ®*n auf O durch

((I)*n)z(vh s 7Uk‘) = No(z) (qu)(vl)7 s aTx(b(Uk'))

fir vi,..., v € T,R™ und x € O definiert.

Bemerkung 5.3 Die Zuordnung 7 — ®*n nennt man Zuriickziehen von Formen. U
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Offensichtlich gilt

Lemma 5.4 (i) Firn',n* € Q*(R", E) ist ®* (n* + n?) = &*n' + &*n.
(i) Firne€ QF(R™, E) und w € QYR") ist &*(n Aw) = (®*n) A (P*w).
(iii) Firn* € Q*(R",g) und n* € Q'(R™, g) ist ©* [n', n?] = [®*nt, *n?].

Lemma 5.5 Sei & = (@1, ceey <I>") : O — R" glatt und sei

= > myoada Ao Ada € QMR E)

1<ip < <ipg<n
Dann ist

1<i1 < <ip<n
Insbesondere ist ®*n glatt.
Beweis. Ist w € QF(R™) und f € Q°(R™, E), so ist

(@ (fw))e(vr, .. s 00) = (f@)o@) (Te®(v1), .., T ®(vk))
= f(®(x ))wq> (@) (Te @(vl) - T ®(vr))
= (fo®)(2)(P"w )x(v17~-~7vk)

fir z € O und vq,...,v; € T,R™. Also gilt
" (fw) = (f 0 )"

Mit Lemma 5.4 folgt

®n= Y (hn.i 0 ®) (2d2") A A (D0d2™)

1<iy < <ip<n

Es bleibt zu zeigen, dass _ '
d*dx’ =dP* fiir i=1,...,n.

Diese Beziehung folgt aus
(9*da’) (9 (2)) = da (T, (0 (2))) = do’ (Z 0; (¢') <x>az<<1><x>>>

= Za 2)da (01(®(x))) = Y 0; () (2)d4 = 0; (') (2)

und

A’ (9;(x)) = (Zal ) Zal )61 = 0; (¥7) (x) .

Satz 5.6 Fiir jede glatte Abbildung ® : O — R™ und jede Form n € QF(R", E) gilt

d(®*n) = *dny .
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Beweis. Wir konnen uns auf den Fall einschrinken, dass
n= fdz" A--- Adzt*
fiir ein f € QY(R", E). Mit Hilfe von Lemma 5.5 und Satz 1.19 sehen wir dann, dass
d(@*n) = d ((f o @)dP™ A--- AdD™)
fo®)AdDPt A--- AdD**

B

9;(f o ®)da? Ad® A - AdDH

~
I
—

I I
= L]

(Oi(f) 0 )9; (@) dzd A D A+ A dP
1

.
I

(Q(f) 0 ®)AD! A dD™ A -+ A D

I
M§

Il
-

P <Z A(f)da! Adz A A dxik>
=1

= ®*dny.

Satz 5.7 Sei & = (@1, e ,<I>”) :R™ — R"™ durch
(I)i(xl, cee ,an) = )\Zqij.fj + bZ
j=1

firi=1,...,n gegeben, wobei A € R mit A > 0, b = (617...,6") € R™ und ¢ = (¢;5) € SO(n).
Dann gilt

#(@1) = NP (+)
fiir n € QF(R™, E).

Bevor wir diesen Satz beweisen, ziehen wir eine Folgerung.

Folgerung 5.8 Sei A ein G-Zusammenhang iber R™. Ist A ein Yang-Mills-Zusammenhang und
ist @ : R™ — R"™ wie in Satz 5.7 (d.h., ® ist eine konforme Transformation des R™), so ist auch
®* A ein Yang-Mills-Zusammenhanyg.

Beweis. Mit Hilfe von Satz 5.6 und Lemma 5.4 sehen wir, dass
FPA (@A) + %[@*A, B A] = &*dA + %cb* (4, A] = & FA
und
d*" A (@) = d(®*n) + [D* A, &) = B*dn + ©*[A,n] = &* (™)
fiir n € QF(R", g). Nutzen wir auierdem noch Satz 5.7, so erhalten wir
dPALFPTA _ g2 A, ((I)*FA)
=d? A (MTer (7))
= AP A (97 (xF 1))
= \Tor (AP |
Gilt also d4%F4 = 0, so gilt auch d® 4xF®"4 = 0. O

Wir kommen jetzt zum Beweis von Satz 5.7. Dazu werden wir zunichst den Hodge-Operator
* 1 QF(R™) — Q"F(R™) genauer betrachten.
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Definition 5.9 Wir versehen T,R™ mit dem durch
((z,0), (2,b)) =) a't’
i=1
gegebenen Skalarprodukt und definieren <w1,w2> € 0%(0) fir wt,w? € QF(O) durch

(W w?) (2) = Z W (eiyy--sei)w? (€iys- .-, ei)

1<ip < <ig<n

1
Z wh (i), e )W (€iys--osei)

Tk
1<iy, ik <n

wobei {e1,... ey} eine Orthonormalbasis von T,R™ ist.

Bemerkung 5.10 (i) Man iiberpriift leicht, dass

fir 1, ... 0k 0L PR € QYO).

(ii) Der Ausdruck (w',w?) (z) héngt nicht von der Wahl der Orthonormalbasis {e1,...,e,} von
T,R™ ab. Sei namlich {é1,...,é,} eine andere Orthonormalbasis von T, R™. Dann ist

n
éi: E ;€5 fir i:1,...7n
Jj=1

mit reellen Zahlen aj;, fiir die
n
> anaj =di; .
1=1

Fiir v, 2 € QY(O) gilt folglich

Yovtenrt@) = Y anaurt(eies) =Y vi(e)r (e
=1 i,5,1=1 i=1
was zusammen mit (i) die gewiinschte Aussage liefert.
O
Offensichtlich gilt _ _ _ _
(dz" Ao Ada™ da?t Ao AdaTF) =655, B (5.1)

firl <i;p <---<ixg<nund 1< j; < -+ < jr < n. Dies benutzen wir, um folgende Aussage zu
beweisen.

Lemma 5.11 Sei w! € Q%(0) und w? € Q"~%(O). Dann gilt w* = xw' genau dann, wenn
w Awd = <w2,w3>dx1/\~~/\dx" (5.2)

fiir alle w® € Q"7*(0).
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Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass
wh=dx® Ao Adgt
mit 1 <141 < --- < i <n, und schreiben

w? = E w2 - kda:]1 o ANdadnk

J1---Jr
1<j1<<Jn—r<n

Aus (5.1) und (5.2) mit w? = da/t A -+ Adadn-r fir 1 < ji < -++ < juop < n erhalten wir,

dass %21 ne = Eiveingrogn_ps 1Als {i1, ik, 1, ek} = {1,...,n}, und dass alle anderen
Koeffizienten von w? identisch verschwinden. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
Lemma 5.12 Seien v!,...,v" € QY(O) derart, dass

(V') =6y (5.3)

firl1<i,7 <n und
Vl/\.../\;/”:dxl/\-u/\dxn. (5'4)

Dann gilt:
(i) Flirl<ig<---<ixz<nund1<j <---<jp <nist

<Vi1/\-~-/\Vi’“,uj1/\~--/\uj’“>:§i1j1---6ikjk .

(ii) Es ist 4 4 ' _
* (V“ VARERIAN Vlk) = Ei1<-~ikj1---jn—kyjl A AvIn—k R

wobei {i1,... ik, J1,- s Jn—k} =1{1,...,n}.

Beweis. Aussage (i) folgt aus Bemerkung 5.10(i). Aussage (ii) ist eine Konsequenz aus (i) und
Lemma 5.11. 0

Beweis von Satz 5.7. Nach Definition des Hodge-Operators konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
F =R und ' _
n=dz" A--- Adx*

mit 1 <4y < -+ <ip < n. Wir setzen v := (1/0)d®’ fiir i = 1,...,n. Da

q)i = /\Zqijdl‘j 5
=1
ist N
V= Z qijda? .
=1
Da aufierdem ¢ = (g;;) € SO(n), gilt

1/ VJ <quldx qumdx > Z%lq]l

und
VEA AV =det(g)dat A Ada™ =dat A Ada™
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Also erfiillen v, ..., " € Q'(R") die Voraussetzungen von Lemma 5.12. Folglich haben wir
*(D*n) = * (d®™ A -+ A dD™)
=\ (uil ARERWA Vi’“)
= Nei v VTN Ak
= NN e BT A A AP
= NPT (4, igrgo o da? A Adadnor)
= NETP" ()

wobei {i1, ...,k J1,- s Jn-k} = {1,...,n}. O

6 Das Yang-Mills-Funktional

In diesem Abschnitt wollen wir die Yang-Mills-Gleichung aus einem Variationsprinzip ableiten.
Dazu betrachten wir zunéchst eine etwas allgemeinere Situation.

Sei E ein reeller Vektorraum und sei ( , ) ein Skalarprodukt auf E. Die folgende Definition verall-
gemeinert Definition 5.9.

Definition 6.1 Seien n',n* € Q%(O, E). Wir definieren (n*,n*) € Q°(O) durch

<771>772>(33) = Z <771 (eil""7eik)’nz(eil""7eik)>

1<ip < <ipg<n

fiir eine Orthonormalbasis {ey, ..., e,} von T,R™.

Bemerkung 6.2 Seien n!,7? € QF(R", E) und sei {vy,...,0x5} eine Orthonormalbasis von E.
Sind ¥ € QF(R™) fiir i = 1,2 und j = 1,..., N durch

N
n=2 v
j=1

bestimmt, so ist
N

(' n?y =Y’ n?)

Jj=1

Sei d* : QFH1(R™, E) — QF(R™, E) fiir k =0,1,...,n — 1 der durch
d*n = (=1)**ledsn

definierte Operator. Der nichste Satz besagt, dass d* : Q¥1(R™ E) — QF(R", E) der formal
adjungierte Operator zu d : QF(R", E) — QFY(R" E) ist. Zur Formulierung dieses Resultats
bendétigen wir noch

Definition 6.3 Der Triger supp(n) einer Form n € QF(R™ E) ist der Abschluss der Menge
{x € R" : 5, # 0}. Den Raum der Formen n € QF(R" E), fiir die supp(n) beschrinkt ist,
bezeichnen wir mit QF(R™, E).

Satz 6.4 Firn' € Q5(R™, E), n? € Q1 (R, E) und k=0,1,...,n—1 gilt

<d771,772> da = /Rn <n1,d*n2> dx . (6.1)

R™
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Fiir den Beweis von Satz 6.4 werden wir die folgenden Uberlegungen benutzen.

Definition 6.5 Firw € Q"(R") ist

[ w= [ j@)e,

wobei f € Q°(R™) durch
w= fdz' A Ada”

bestimmdt ist.

Satz 6.6 Seiw € Q) ' (R"). Dann ist

/ dw=0.
]R’n.

Beweis. Wir schreiben w in der Form
n
w:Zfidscl/\n-/\dmz_l/\dx’H/\-~-/\dx”.
i=1

Dann ist
n

dw = (1) o(fi)dz' A+ Ada™

i=1

Da supp(w) beschréinkt ist, kénnen wir ein a > 0 so wihlen, dass
supp(w) C [~a,a]" .

Insbesondere ist dann

’ i (f:) (acl,...,x”) dz’

—a

=f; (1’1,...,:z:iil,a,x”l,...,x") — fi (ml,...,xifl,fa,x”l,...,x”) =0.

Da auflerdem supp(dw) C supp(w), erhalten wir insgesamt

/ dw:/ dw
n [_a7a]n

Lemma 6.7 Fiir alle w',w? € Q*(O) gilt
(1) ('l xw?) = (wh,w?),
(ii) (whw?)dzt A+ Ada™ = w! A sw?,

(iii) #xw! = (=1)k(=R)H1,

23



Beweis. (i) Ist ‘ _ A _
wh=dz* A---Adz™ und w? =da?t A - AdaE

mit 47 < -+ < i, und j; < - < jg, so ist die Gleichung offenbar richtig. Damit gilt die Gleichung
auch allgemein.

(ii) Nach Lemma 5.11 gilt
(W) da! A Ade" =0t AWP

fiir alle w® € Q"~*(R™). Hieraus und aus (i) folgt
(whw?ydz' A Ada” = (st sw?) dat A A da”
=w! A*w? .
(iii) Mittels (ii) und Lemma 5.11 schlieflen wir

<w1,w2>dx1 A ANda™ = <w2,w1>dx1 A Ada”

_ (_l)k(n—k)*wl A w2

= (—1)k=R) (e, w?) dzt Ao Ada™

Somit haben wir
<**w1,w2> (—1)k(n=F) <w w2>

fiir alle w!, w? € QF(R™), woraus sich die Behauptung ergibt. O

Beweis von Satz 6.4. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass E = R (vgl. Bemerkung 6.2). Sei also
n' € QF(R™) und n? € QF1(R™). Da n' A *n? € Q' (R"), implizieren Satz 6.6 und Satz 1.19(ii),

dass

0=/ d(n1 /\*772) :/ dn? /\*7724—(—1)’“/ nt Adsn? |
d.h.
dn* Asn? = (—l)kH/ nt Adsn? .

n

Rn
Daraus und aus Lemma 6.7 leiten wir

/<d171,7] / dn 7] dxl/\~«~/\do:"
n R'VL

/ dnt A sn?

= (- 1)’““/ 0t A dsr?
_ (_1)k+1(_1)k(n—k)/ 771 /\**d*772

n

= (—1)’“"“/ (nt, xdsn?) dzt A - A da”

= /n <7717d*772> dz

ab. O

Bemerkung 6.8 Aus dem Beweis von Satz 6.4 folgt, dass die Beziehung (6.1) auch fiir n' €
QF(R™, E) und n? € QFTY(R™, E) gilt. O
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Wie bisher sei G die Lie-Gruppe U(m), SU(m) oder SO(m) fiir ein m € N. Die Lie-Algebra g von
G versehen wir jetzt mit dem durch

(X1, X5) :=Re (tr (X1 X)) = —Re(tr(X1 X5))
fir X1, X5 € g gegebenen Skalarprodukt.

Lemma 6.9 Fir g € G und X1, X2, X3 € g gilt
(9X197",9X297") = (X1, X)) und ([X1, Xs], X3) + (Xo, [X1, X3]) =0.
Beweis. Da
tr(XY) = tr(YX)
fir X,Y € M,,(C), ist
tr (X197 9Xag7") = tr (9X1 X297 ") = tr(X1X)

und
tr([X71, X5]X3) + tr(X2[X1, X))
= tI‘(XlXQXg — X2X1X3) + tI'(XQXng — X2X3X1)
= tI‘(XlXQXg) — tI‘(XgXng) + tI‘(XQXng) — tI‘(XngXl)
=0.
Das impliziert die Behauptung. U

Lemma 6.10 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™. Fiir alle n* € QF(R", g) und n> € QFF1(R", g)
gilt dann

(A 02 = (<14l [A, ]
Beweis. Wir beweisen das Lemma nur fiir k=1. Dabei kénnen wir auf Grund von Lemma 5.12

0.B.d.A. annehmen, dass n! = fidz! und dass entweder n? = fodz! A dz? oder n? = fodx? A dz3,
wobei f1, fa € Q°(R™, g). Im ersten Fall ist

* [A, *772] = %

Z Ada?, fodz® A A dm"]
=1

= ([Aq, foldz' Ada® A Ada™ + [As, fo]dz® Ada® A+ A da™)
(-t ([A2; fo)dz! — [Al,fﬂde)

und somit
(', = [A 0]y = (=1)" T f1, [Ag, fo]) -

Andererseits sehen wir mit Hilfe von Lemma 6.9, dass

([A,n'] ,n*) = <Z[Ai,fﬂdxi Adz!, fodz! /\d352> = —([A2, f1], fo) = (f1,[A2, f2]) -
i=1
Im zweiten Fall haben wir
x [A,#n°] = —* ([As, fo]da' Ada? Ada* A+ Ada™ + [As, fo]da' Adz® Ada* A+ Ada™)
= (=1)"*! ([43, foda? — [Ag, fo]dz®) .
Demnach ist <171, * [A, *772]> = 0. Da offensichtlich auch <[A,171] 7772> = 0, folgt die Behauptung.
]

Fiir einen G-Zusammenhang A auf R* und k =0,1,...,n—1 sei (dA)* CQFFL(R™, g) — QF(R™, g)
durch

(dA)* n = (=1)*"ld % .
definiert. Aus Satz 6.4 und Lemma 6.10 erhalten wir
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Folgerung 6.11 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™. Fir n' € QF(R", g), n? € QFTY(R", g) und

k=0,1,...,n—1 gilt
/n (@', ) de = / (n', (@) n?) da.
Beweis. Es gilt
@ty do= [ty dos [ (4] o) do
=t ([ Gty aos [ (s [A]) ao)
— (—1)n /R (s do

:/n (n', (@%)"s) da

O
Lemma 6.12 Sei A ein G-Zusammenhang auf R™ und sei n € QY(R", g). Dann ist
FAY = FA 144 + 1[77 n) .
Beweis. Es ist
FATT = d(A+ 1) + %[A+n7z4+n]
=dA+ %[A,A] +dn + [A,n] + %[n,n]
= F4 4+ dn+ %[n,n] :
O

Definition 6.13 Fiir einen G-Zusammenhang A auf R™ sei
L(A) := / (FA FA) dz

Auferdem sei D die Menge aller G-Zusammenhdinge A auf R™ mit L(A) < co. Die so beschriebene
Abbildung L : D — R heifit Yang-Mills-Funktional.

Satz 6.14 Das Yang-Mills-Funktional ist invariant unter der Wirkung der Gruppe der Fichtrans-
formationen. Das heifit, fiir alle A € D und alle o € G(R™,G) gilt

L(A-0)=L(A).
Beweis. Nach Satz 4.5(i) und Lemma 6.9 ist

(FAo, FAo) = % (F{,F5e)
1<i<j<n

Z <O’ 1FAO'U lFA >

1<i<j<n

Z (Fi F)

1<i<j<n
= (F4FY)

woraus L(A - o) = L(A) unmittelbar folgt. O
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Definition 6.15 Ein G-Zusammenhang A € D heifit kritischer Punkt des Yang-Mills-Funk-
tionals L :<= Fiir alle n € Q}(R", g) gilt

d
—L(A+t —0.
dt(+n)t:0 0

Satz 6.16 Fin G-Zusammenhang A € D ist genau dann ein kritischer Punkt des Yang-Mills-
Funktionals L, wenn er ein Yang-Mills-Zusammenhang ist.

Beweis. Sei A € D und n € Q}(R", g). Nach Lemma 6.12 ist
(FATI AT = (FAFA) 4 2t (d%, FA) 4+ 8 ([, n), F*)
t4
+ £ (%, d ) + 67 ([, ), d ) + < (sl [ ) -

Hieraus und aus Folgerung 6.11 leiten wir

- / (FAYI pATI dg
e dt Jgn

= 2/ <dA77,FA> dx

_ 2/n (n, (@) F*) da

ab. Folglich ist A genau dann ein kritischer Punkt von L, wenn

(A FA=0.

d
LA+t
” (A+tn)

t=0

Da die letzte Gleichung zur Yang-Mills-Gleichung d* « F4 = 0 #quivalent ist, folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 6.17 Die Sdtze 6.14 und 6.16 liefern einen Beweis von Folgerung 4.6 fiir den Fall,
dass A € D. g

7 Selbstduale Zusammenhiinge

In diesem Abschnitt wollen wir eine spezielle Klasse von Yang-Mills-Zusammenhingen auf R*
betrachten.

Definition 7.1 FEin G-Zusammenhang A auf R* heifit selbstdual bzw. antiselbstdual ;<= Es
gilt
«FA=FA b +FA=-FA.

Selbstduale bzw. antiselbstduale Zusammenhénge werden auch Instantonen bzw. Anti-Instan-
tonen genannt.

Lemma 7.2 Sei A ein G-Zusammenhang auf R*. Ist A selbstdual oder antiselbstdual, so ist A ein
Yang- Mills-Zusammenhang.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Bianchi-Identitit d4F4 = 0 (siche Satz 3.7(i)). O

Im Folgenden sollen Beispiele (anti)selbstdualer SU(2)-Zusammenhénge A mit L(A) < oo angege-
ben werden. Dafiir hat es sich als geeignet erwiesen, mit so genannten Quaternionen zu arbeiten.
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Definition 7.3 Sei H die Algebra iber R mit der Basis {ag,a1,az2,a3} und den Relationen
(Rl) apa; = ;9 = Q; f’ii?” = 07 1, 2,3,

(R2) a? = a3 = a% = —ag und

(R3) ajay = —asa; = a3, asaz = —azay = a; und azga; = —ajaz = as.

Die Elemente von H werden Quaternionen genannt. Die Konjugation in H ist die R-lineare
Abbildung q € H — q € H, die durch

ag=ay und a;=-—a; fir i=1,2,3

bestimmdt 1ist.

Jedes ¢ € H kann in eindeutiger Weise in der Form
q=q"a0 + q'ai + ¢°as + ¢’a3

mit reellen Zahlen ¢°, ¢*, ¢2, ¢> geschrieben werden. Es ist dann

7=q¢"ap — ¢'a; — ¢*as — ¢°a; .

Fiir zwei Quaternionen

3 3
p=>) pa md ¢=> qa
=0 =0

und A € R ist
3 . .
pta=Y (r+q)ai,
1=0
3 .
A=) (M) a,
1=0
pq = (p°¢°

—p'q" = p*¢* —p*¢*) a0 + (°¢" +p'° + P’ — p¢®) ay
+ (0’ + %" +p°¢' —p'®) as + (p°¢° + p*° +p'® — p*¢') as . (7.1)

Definition 7.4 Fir q = ¢®ag + ¢'a; + ¢*as + ¢az € H sei

Lemma 7.5 Fiir q,q1,q2 € H gilt:
(i) q7 = qq = |q/*a0,
(i) 712 = @241,

(i) |q1g2| = 1] [gzl-

Beweis. Die Eigenschaft (i) schlussfolgert man aus (7.1). Die Bezichung (ii) ist eine unmittelbare
Konsequenz der Relationen (R1), (R2) und (R3). Aus (i) und (ii) folgt

|(J1QQ|280 = 1929192 = q192G2q1 = |Q1|2|Q2\2ao .

Dies impliziert (iii). O
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Satz 7.6 H ist ein Schiefkorper. Das heifit, H besitzt bis auf die Kommutativitat der Multiplikation
alle Figenschaften eines Kérpers. Das Einselement von H ist ag. Das inverse Element zu g € H\{0}
15t
=g (7.2)
lql?

Beweis. Dass ag das Einselement von H ist, folgt aus den Relationen (R1). Die Bezichung (7.2)
erhélt man aus Lemma 7.5(i). Die Assoziativitéit der Multiplikation in H rechnet man direkt nach.
Alle anderen Eigenschaften eines Schiefkorpers sind trivialerweise erfiillt. O

Bemerkung 7.7 Setzt man voraus, dass die Multiplikation in H assoziativ ist, so kénnen die
Relationen (R3) in Definition 7.3 durch die einzige Relation

ajadg = asg (73)
ersetzt werden. Aus (7.3) und den Relationen (R1) und (R2) erhélt man dann nédmlich
araz = —afagag = —aj(ajaqz)as = —alag =a; (7.4)

und
aza) = —333133 = —ag(ajaz)ag = —a§az =az. (7.5)

Aus (7.3) und (7.5) sowie (R1) und (R2) kann man
asa; = —a‘asa; = —a,(ajaz)a; = —a;aza; = —aay

folgern. Analog leitet man azas = —asaz und ajaz = —aga; ab. O

Definition 7.8 Fir q = ¢ag + ¢'a; + ¢%as + ¢3a3 € H setzen wir

Re(q) := ¢%ag und Im(q) := q'a; + ¢*ay + ¢*a3 .
Offensichtlich ist

Re(q) = %(q +q), Im(q) = %(q —¢q) und Re(q)+Im(q) =q.

Lemma 7.9 Fiir alle q1,q2 € H gilt

Im(q192 — ¢2q1) = ¢1¢2 — 21 = 2Im(Im(q)Im(g2)) .

Beweis. Es geniigt, die zweite Gleichung zu zeigen. Seien q1,q2 € H. Da
a0¢ = qag
und folglich

Re(q1)q = qRe(q1) und Re(q2)q = qRe(q2)
fir alle ¢ € H, ist

7192 — 21 = (Re(q1) + Im(q1))(Re(gz) + Im(g2)) — (Re(gz) + Im(gz2))(Re(q1) + Im(qy))
= Re(q1)Re(g2) + Re(q1)Im(g2) + Im(q1)Re(g2) + Im(g1)Im(g2)
— Re(g2)Re(q1) — Re(g2)Im(q1) — Im(g2)Re(q1) — Im(g2)Im(q1)
= Im(q1)Im(g2) — Im(g2)Im(q1) .

Da

Im(q;) = —Im(q1) und Im(g2) = —Im(g2) ,
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folgt

= 2Im(Im(g1)Im(gz)) -

Sei
sp(1) :={g € H:Re(q) =0} .

Offensichlich ist sp(1) ein dreidimensionaler reeller Vektorraum und {a;, as,as} ist eine Basis von
sp(1). AuBerdem haben wir

Satz 7.10 Der reelle Vektorraum sp(1) ist zusammen mit der durch

(91, 2] == 192 — 21 (7.6)

definierten Operation [-,-] eine Lie-Algebra.

Beweis. Nach Lemma 7.9 ist
Q192 — q2q1 € sp(1)

fiir ¢1, g2 € H, also insbesondere fiir g1, g2 € sp(1). Folglich definiert (7.6) tatséichlich eine Operation
[-,-] auf sp(1). Dass diese Operation bilinear und antikommutativ ist, ist offensichtlich. Die Jacobi-
Identitét rechnet man wie im Beweis von Lemma 2.2 nach. O

Bemerkung 7.11 Aus Lemma 7.9 folgt, dass
[q1,q2] = 2Tm(q1¢2)
fiir g1, g2 € sp(1). O
Auf sp(1) fixieren wir das durch
<ai,aj> = 2613 fiir Z,j = 1, 273 (77)

bestimmte Skalarprodukt.

Satz 7.12 Sei {X1, X2, X3} die durch

Xl:((i) Ei)’ X2:<—01 é) X?’::(? (1))
gegebene Basis von su(2) und  : su(2) — sp(1) der durch
k(X;):=a; fir 1=1,2,3
definierte lineare Isomorphimus. Fiir alle X,Y € su(2) gilt dann:
(1) [x(X), w(Y)] = w([X,Y]),
(i) (r(X),w(Y)) = (X,Y).
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Beweis. Wie man leicht nachrechnet, gilt

[X1,Xo] =2X5, [Xo,X3]=2X,, [X;3, X1]=2X, (7.8)
sowie
(X;, X;) =20y fir i,j=1,23. (7.9)
Andererseits implizieren die Relationen (R3), dass
[a;,as] =2a3, [ag,as]=2a;, [asz,a1]=2ay. (7.10)
Aus (7.8) und (7.10) folgt (i) und aus (7.7) und (7.9) folgt (ii). O

Im Weiteren identifizieren wir su(2) mit sp(1) lings £ und R* mit H lings

3

(q05q17q27q3) € R* q= ZqLal cH.
=0

Die Formen dg,dg € Q! (H, H) haben dann die Gestalt

dg = aodq® + a1dg" + axdg” + asdg® ,
dg = aodqo - aldql — agdq2 — a3dq3 .

Definition 7.13 (i) Fir nt € QF(H,H) und n? € Q'(H,H) sei n* An? € QF(H,H) unter
Benutzung der Multiplikation in H wie in Definition 1.11 definiert.
(ii) Ist n € QF(H,H), so sei Im(n) € QF(H, sp(1)) durch
Im(n)(vy,...,vk) := Im(n(vy, ..., vx))
fir vy, ..., v, € T,H gegeben.
Satz 7.14 Die 1-Form

+::#I
1+ [q]?

ist ein selbstdualer SU(2)-Zusammenhang auf R* mit L (A) < co.

m(qdq)

Beweis. Die Form AT ist eine glatte sp(1)-wertige 1-Form auf H und somit, gemi8 unserer Iden-
tifikationen, ein SU(2)-Zusammenhang auf R*. Wir berechnen die Kriimmungsform F AT yon AY.
Es ist

1 1 1
d{ ——¢dj) = ———dgAdj+d | ——— ) Aqdg
(1+IQI2qq) T+ g2 17 <1+|ql2> aed

1
————dgAdg— ——— d(ag + qq) A qdg
1+ [q|? (14 |q?)?

1 1
3 - — o dgNd7 - ———=qdg A qdg
1+q? (1+1q2)° (1+q2)°

1 1 B _
T A g T gy M

und folglich

1 1
dAt =d (1 ———— qdg =1 d| ——= qdg
(m0+qu0> “« @+qu0>

1
= _Tm(dgAdg) —

——— Im(qdg A ¢dq) .
(14 lg?)” (1+ g1

31



Mit Lemma 7.9 und Bemerkung 7.11 schlieen wir fiir vy, vy € T;H, dass
1
5 [AT, A*] (v1,v2) = [AT(v1), A (v2)]
=2Im (A* (v1) AT (v2))

N (1+1|q2)2 Im(qdg(v1)qdg(vz) — ¢dq(v2)qdg(vy)) -

Auflerdem ist
(dg A dg)(v1,v2) = dg(v1)dg(v2) — dg(va2)dg(v1) = 2Im(dg(v1)dg(v2)) -

Also ist Lo 1
5 [AT, AT] = T e Im(qdg A ¢dq)
und
Im(dg Adg) =dgAdg.
Wir erhalten, dass
t At 42 [AT,A*] = %Im(dq/\dq) = %qudq.
2 (1+ [al?) (L+[ql?)
Da
dg A dg = —2a; (d¢° Adg" + dg® Adg®) — 2a (dg® A dg® — dg' A dg?)
— 2a3 (dg® A dg® + dg' A dg?)
und
* (dqo Adgt 4+ dg® A dq?’) =dq® Adg' +dg® Adg?,
* (dq0 Adg? —dgt A dqg) =d¢® Adg? —dgt Adg?,
x (dg® Adg® + dg' A dg?) = dg” Adg® + dg' Adg?,
folgt

«FAT = A
d.h. AT ist selbstdual.
Weiter sehen wir mit (5.1) und (7.7), dass

+ + 1 B B
<FA JFA >(q) = W@qu,dwdqﬂq)

8
B W«alvaﬁ + (ag,as) + (as,as))
48

T (1 +g2)"

Dies liefert mittels Transformation in Polarkoordinaten, dass

1
L(A+)=/ <FA+,FA*> da::48/ ——dz
R4 R4 (1+|x|2)
967r2/
0 +7“2

872 /
0

487r2/ (Q+s)—(1+s)*) ds
0

8

Il
IS
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Damit ist der Satz bewiesen.

Als Analogon zu Satz 7.14 hat man

Satz 7.15 Die 1-Form .

RV
ist ein antiselbstdualer SU(2)-Zusammenhang auf R* mit L (A~) < co.

Im(qdq)

Beweis. Wie im Beweis von Satz 7.14 berechnet man, dass

- 1
FA = — — _dGAdg,
(1+g2)?” "

und folgert daraus, dass
«FA = —FA" und L (A_) =872 .

Folgerung 7.16 Sei x> 0 und b € H. Dann ist
2

Af = — B m((g-b)dg
,b 1+M2|q_b|2 m((q b)dQ)

ein selbstdualer und )

_ 12 R
A =——1 —b)d
1,b 1 +ﬂ2|q o b|2 m((q ) Q)

ein antiselbstdualer SU(2)-Zusammenhang auf R* und es gilt
L(A7,) =L (An,) =8
Beweis. Sei ®, 5 : H — H durch

®,0(q) == p(g—b)

definiert. Dann ist
A:;b = CIDZ’bA"' und A;,b = @;,bA_ .

Dies impliziert (vgl. den Beweis von Folgerung 5.8)

2

+ + W _
FA“,b — d* bFA =———~dqAdq
. (1+ p2|q — bJ2)?
und )
Fhp —=* A = K dgAdg.
e (1+p2lg —b2)’

Da #(dg A dg) = dg A dg und *(dg A dg) = —dg A dg, folgt

+ + - -
«FAue = FA%e  und  «FAwe = —FAus |
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Schlieflich sieht man mit Hilfe der Substitutionen y = x — b und s = p2r? (vgl. auch den Beweis
von Satz 7.14), dass

4

+ ) _ -\ _ K
L (AM> =L (A%b) = 48 /R TR da
4
:48/ S
R+ (1 +u2y2)

67r2/ —dr
0 1+u r2)t

:487r2/
0 1+s

Il
©

O

Satz 7.17 Seien py, po > 0 und by, by € H. Sind die Zusammenhinge A’
valent, d.h. existiert ein o € G(R*,SU(2)) mit

+ . . .
by und Al%b2 eichdqui-

+ — .
p2,ba T Aﬂhbl g,

und A~

p2,b2

s0 ist 1 = po und by = by. Das Gleiche gilt fiir die Zusammenhdnge AH n

SBeweés.lZlS)ind die Zusammenhinge A:l,bl und A:zle eichdquivalent, so gilt (vgl. den Beweis von
atz 6.

+ + + +
<FAu1yb1 , FAu1,b1> = <FAu2=bz , FAu2152>

und damit " 1
= fir alle z € R*.
T @l —biP | 1+l —boP?

Da die erste Funktion nur in = b; und die zweite Funktion nur in « = b, ein globales Maximum
hat, folgt by = by, was dann weiter durch Einsetzen von xz = b; = by auch u; = po impliziert.

Genauso verfahrt man fiir A~ 11.b1 und A~ O

p2,ba”

Bemerkung 7.18 (i) Ist A ein selbstdualer (bzw. antiselbstdualer) G-Zusammenhang, so ist
offensichtlich auch jeder Zusammenhang A-o, o € G(R*, G), selbstdual (bzw. antiselbstdual).
AuBlerdem ist ein Zusammenhang A, der sowohl selbstdual als auch antiselbstdual ist, flach,
d.h. die Kriitmmungsform F# verschwindet identisch, was wiederum zu L(A) = 0 #quivalent
ist. Insbesondere sieht man, dass ein Zusammenhang AJr &, 20 keinem Zusammenhang A
eichdquivalent ist.

p2,b2

(ii) Die Zusammenhinge A+)b und A, wurden erstmals von Belavin, Polyakov, Schwartz und
Tyupkin (siche [3]) angegeben und werden deshalb auch BPST-Instantonen genannt.

O

Wir wollen jetzt eine andere Charakterisierung von (anti)selbstdualen Zusammenhéngen angeben.
Dazu beweisen wir zuerst

Lemma 7.19 Sei A ein G-Zusammenhang auf R* mit L(A) < co. Dann ist auch

/ <FA,*FA> dz| < oo
R4
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Beweis. Wir setzen
P = % (FA+%F4) und FA:= % (FA —«F4) .
Dann ist F4 = F! + FA. AuBerdem gilt nach Lemma 6.7(iii), dass
xFA=F und «FA=-F4.
Dies liefert mit Lemma 6.7(i), dass

(FA,PAY = (sFA,uFA) = — (FAF4)

also
(FAFY) =0.
Folglich ist
(FAFA) = (FE+ FAFL + FA) = (P FE) + (A FY) (7.11)
und
(FAFAY = (FA + FA FL — FAY = (FAFL) — (FAFA) (7.12)

Die Beziehung (7.11) und L(A) < oo implizieren, dass die Funktionen (Fg', F{!) und (F#, F4)
auf R* integrierbar sind. Wegen (7.12) ist dann auch (F4,*F A> eine integrierbare Funktion auf
R*. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Lemma 7.19 erlaubt folgende Definition.

Definition 7.20 Die Instantonenzahl eines SU(2)-Zusammenhangs A auf R* mit L(A) < oo

15t
1

k(A) ::w\/]R4 <FA7*FA> dx .

Beispiel 7.21 Da A:’b selbstdual und A;b antiselbstdual ist, gilt

1 + + 1 + + 1
+ ) A A _ A A _ +
k(45) = 52 /R (e s ) do = o /R (e ) do = o oL (A7)

und

1 - - 1 AL 1
k(A_b) :—/ <FA;L,b7*FAmb> de = — / <FA“'b,FA“’b> dz = ——L (A_b) :
s 87('2 R4 87'['2 R4 87T2 -

Hieraus ergibt sich mit Folgerung 7.16, dass

k(A:;b)zl und k(A_>:—1.

w,b
O
Den folgenden Satz fiihren wir ohne Beweis an.
Satz 7.22 Fiir jeden SU(2)-Zusammenhang A auf R* mit L(A) < oo ist
k(A) eZ.
O

Fiir k € Z sei Dy, die Menge der SU(2)-Zusammenhiinge A auf R, fiir die L(A) < oo und k(A) = k,
und Ly : Dy — R die Einschrankung des Yang-Mills-Funktionals auf Dy.
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Lemma 7.23 Fir jedes k € Z ist Dy, invariant unter der Wirkung der Gruppe der FEichtransfor-
mationen. Das heift, ist A € Dy und o € G(R*,SU(2)), so ist auch A-o € D.

Beweis. Genau wie Satz 6.14 ist das eine Konsequenz von Satz 4.5(i) und Lemma 6.9. O

Die angestrebte Charakterisierung (anti)selbstdualer Zusammenhénge ist Inhalt des néchsten Sat-
zes.

Satz 7.24 Fin Zusammenhang A € Dy, ist genau dann selbstdual (bzw. antiselbstdual), wenn k > 0
(bzw. k <0) und Ly, bei A ein absolutes Minimum hat.

Beweis. Sei A € Dy,. Dann haben wir

1
0< 7/ (FA —xFA P4 —xF4) do
2 Jpa
= / (FAF*) dz —/ (FA+F4) da (7.13)
R4 R%
= Ly(A) — 87%k
und
1
0< 7/ (FA 4+ «FA FA 4+ xF4) da
2 Jpa
= / (FA,F4) da +/ (FA «F*) dw (7.14)
R4 R4
= Li(A) + 8%k .
Also ist

Lk(A) Z 87T2|]€‘ .

Ist A selbstdual, so gilt F'4 — «F4 = 0 und somit ist Lj(A) = 872k. Folglich ist & > 0 und das
Funktional Lj, nimmt in A sein absolutes Minimum an. Gilt umgekehrt Lj(A) = 872|k| und ist
k >0, so impliziert (7.13), dass F4 — «F4 = 0, d.h. A selbstdual ist. Unter Benutzung von (7.14)
erhiilt man analog die entsprechende Aussage fiir antiselbstduale Zusammenhénge.

Da Dy fiir alle k € Z mindestens einen selbstdualen oder antiselbstdualen Zusammenhang enthélt
(vgl. Bemerkung 7.25(i) unten), ist damit der Satz bewiesen. O

Bemerkung 7.25 (i) Die (anti)selbstdualen SU(2)-Zusammenhinge A auf R* mit L(A) < oo
sind vollsténdig klassifiziert (vgl. [1], [2]). Bezeichne My, die Menge aller Eichdquivalenzklas-
sen [A] ;== A-G(R* SU(2)) (anti)selbstdualer Zusammenhiinge A € Dj. Dann ist Mo = {[0]}
und My, fiir k£ # 0 eine (8]k| — 3)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Insbesondere ist

My = {[A;b} cu>0, bEH} und M_; = {[A;b] cu >0, bGH} .
(ii) Erst 1989 konnte gezeigt werden, dass es SU(2)-Yang-Mills-Zusammenhiinge auf R* mit
L(A) < oo gibt, welche weder selbstdual noch antiselbstdual sind (vgl. [5] und auch [4]).

g

8 Die Maxwell-Gleichungen als Yang-Mills-Gleichung iiber
dem Minkowski-Raum

Der folgende Satz ist eine Version des Lemmas von Poincaré.
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Satz 8.1 Sei w € QF(R™) mit k > 1. Dann gilt dw = 0 genau dann, wenn eine Form w' €
QF~L(R"™) mit w = dw’ emistiert.

Beweis. Die eine Richtung der Behauptung ist eine Konsequenz aus Satz 1.19(iv).
Die andere Richtung kann folgendermafien gezeigt werden. Sei

w = Z wilmikdxil A« Ada e Qk(R") .

1< < <ig<n
Wir definieren

W = Z w;‘y.-jk,ldmh A Adade-t ¢ Qkfl(Rn)

1<ji1<-<jg-1<n
durch
1 n
/ o l k—1
le...jkfl(m) .7/ E T'wyjy g, G)tTTde
0

=1
Gilt dann dw = 0, so ist w = dw’. Wir leiten diese Aussage hier nur fiir ¥ = 1 her. Fiir k£ > 2 geht
man analog vor. Sei also
w= Zwidxi € Q' (R")
i=1
und gelte dw = 0. Dann haben wir

0= Z O (w;)da! A dat = Z (Oyw; — Ogwy)dat A dat

il=1 1<I<i<n

d.h.
Ow; = 0wy fir 4,0l=1,...,n. (8.1)

Bilden wir nun w’ wie oben beschrieben, so ist w’ die durch

W' (x) :z/0 lewl(tz) dt

=1

gegebene Funktion auf R™. Wir berechnen unter Benutzung von (8.1), dass

9 (W) (x) = /0 (wi(tx)+t2xlai(wl)(tx)> dt

=1
1 n 1 d
= / wi(txr) +t Z 21Oy (wy)(tx) | dt = / — (tw;(tx)) dt = w;(z)
fir :=1,...,n und somit dw’ = w. O

Aus dem letzten Satz folgern wir

Satz 8.2 Seien A und A zwei U(1)-Zusammenhdinge auf R™. Dann gilt FA = FA genau dann,
wenn ein o € G(R™, U(1)) mit A= A- o existiert.

Beweis. Gelte A= A - ¢ fiir ein o € G(R™, U(1)). Da U(1) abelsch ist, ist dann

FA— o l1pAqs = FA
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Zum Beweis der Umkehrung schreiben wir A =iv und A = i 7 mit Formen v, 7 € Q'(R"). Damit
ist .
FA=idv und F*=idi.
Ist also F4 = FA | so ist d(# — v) = 0 und nach Satz 8.1 existiert eine Funktion f € Q°(R") mit
v—v=df, dh. )
A=A+idf. (8.2)
Setzen wir .
o:=el e GR",UD1)),
so ist . _
A~U:071A0+071d0:A+eﬂfd(e‘f) =A+idf.
Also bedeutet (8.2), dass
A=A 0.
O

Um die Maxwell-Gleichungen als Yang-Mills-Gleichung interpretieren zu kénnen, miissen wir die
“metrische” Struktur des unterliegenden Raumes modifizieren. Genauer gesagt, werden wir von
der bisher betrachteten euklidischen Metrik zur Lorentz-Metrik {ibergehen. Dies soll im Folgenden
beschrieben werden.

Sei jetzt ‘
R = {(mo,wl,...,x") cx' €Rfiiri=0,...,n}
und sei
:=—1 und e':=...:=c":=1.
Fiir w!,w? € QF(R"*!) definieren wir (w!,w?) € Q°(R"!) durch

0<i1 < <ir<n

wobei wie bisher

w’le‘..’L‘k = wj(ail?"'aaik) .
Insbesondere ist
<dm0’de>L = —1 und <d$1,d$1>L L <dl‘n,d1‘n>L -1

Der Operator *, : QF(R"*1) — Qni=k(R*H) fiir k = 0,...,n sei durch
()pw,w)p dz? Adat A Ade" =w AW fiir alle W € QUTITR(RTT

definiert. Ahnlich wie im Beweis von Lemma 5.11 iiberpriift man, dass

g (da”t A Ada™) =gl Ej"ﬂfkdﬂ..ikjl...jnﬂ,kdle Ao Adgdni-k
wobei
{ila"'7ik:7j17"'7jn+1—k} = {0,1,...,’/1}
und ej; ;o fiir {iy, ... i1} = {0,1,...,n} das Signum der Permutation

j€{0,1,...,n} —i; €{0,1,...,n}
bezeichnet. Insbesondere gilt fiir n = 3
s« dz? Adat = dz? Ada® ,
srdz? Ada? = —dz! Ada?
srde® Ada® = dat Ada?
srdet Ada? = —dz® A da?
spdat Ade® = dz® Ada?
spde? Ada® = —dz® Adat .

38



Als Néchstes erinnern wir an die Maxwell-Gleichungen (im Vakuum, d.h. mit verschwindender
Ladungsdichte). Es sei F : R* — R? die elektrische und B : R* — R? die magnetische Feldstirke.
Wir schreiben

E = E(z) = (Er(2), Bx(2), Es(x))

und
B = B(x) = (Bi(x), B2(z), B3(x))
mit x = (mo,xl,xz,x3) und verstehen 2 als Zeitkoordinate und 2!, 2%, 23 als Raumkoordinaten.

Die 1. Gruppe der Maxwell-Gleichungen lautet dann
rot E4+9yB=0 und divB=0.

Die 2. Gruppe ist
rot B—0yFE =0 und divE=0.

Dabei beziehen sich die Rotation rot und die Divergenz div auf die Raumkoordinaten. Es ist also
rot E := (0o E3 — 03F5,03E1 — 01 FE3,01Es — 02 F1)
und
divE := 01 E| + 0,F; + 03F3
und genauso fiir B.

Wir setzen

F := —F1d2® Ada! — Epdz® A da? — Esda® A da?
+ Bydz? Ada® — Bada! Ada® + Bsda! Ada? e QQ(R4) .

und beweisen

Satz 8.3 (i) Die 1. Gruppe der Mazwell-Gleichungen ist zu dF = 0 dquivalent.

(ii) Die 2. Gruppe der Mazwell-Gleichungen ist zu dx, F' = 0 dquivalent.

Beweis. (i) Es ist

dF = =0, E1dz® A dat A da? — 93 E1da® A dat A da?
+ 01 Fodax® A dat A da? — 03 Eda® A da® A da
+ 01 E3dz® A dz! A da® + 8o E5da® A dz? A da®
+ 0oB1da® A dz? A da® + 0y Bydat A da? A da?
— 09Badz® A dz! A da® + 8, Byda! A da? A da®
+ 0pB3dz® A dat A da? + 93Bsdazt A dz? A da®
= (01By — 0By + 99B3)da® A da! A da?

— (03B — 01E3 4 0yB3)dz® A dat A da®

+ (09 B3 — 03F9 + 09 By )dx® A do? A da?

+ (01B1 + 03By + 03B3)dz! Ada? Ada?

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.
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(ii) Wir sehen, dass
dxp F = —0gE1da® A dz? Ada® — 0y Erdat A da® A da?®
+ 9y F2dz® A da! A daz® — 8 Fadat A da? A da?
— OgE5da® A dzt A da? — 93 E5dat A dz? Ada?
— 9yB1dx® Adat A da? — 03B1dz® A dat A da?
+ 01 Bodz® A dat A dz? — 93Boda® A da? A da?
+ 01 B3da® A dx! A da® + 9o Bsda® A dz? A da?
= (=09 By 4 02B3 — 03Bo)da’ A da? A da®
— (=09 Fy + 03By — 01 B3)dz® A da! A da?
+ (=00E3 + 01 By — 02 B;)dx’ A dxt A da?
— (01 By + 0o + 03F3)da! Ada? Ada® .
Offensichtlich liefert dies die Behauptung. O

Bemerkung 8.4 Die Aussage (ii) von Satz 8.3 kann auch durch eine geeignete Ersetzung aus (i)
abgeleitet werden. O

Sei jetzt (F, B) eine Losung der Maxwell-Gleichungen und sei F' die korrespondierende 2-Form
auf R*. Nach Satz 8.3(i) ist dann dF = 0. Nach Satz 8.1 existiert demnach ein o € Q*(R*) mit
F = da. Der U(1)-Zusammenhang A := ia heifit dann ein elektromagnetisches Potential
von F. Wegen FA = i F und Satz 8.3(ii) gilt auBerdem d+,F“ = 0, d.h. A ist eine Losung der
Yang-Mills-Gleichung iiber dem Minkowski-Raum.

Sei umgekehrt A ein U(1)-Zusammenhang auf R* und gelte d+;, F4 = 0. Nach Satz 3.7(i) gilt
dann auch dF4 = 0 und mit Satz 8.3 folgt, dass die 2-Form F := —i F4 eine Losung (E, B) der
Maxwell-Gleichungen représentiert.

Also korrespondieren die Losungen (E, B) der Maxwell-Gleichungen zu den U(1)-Zusammenhéngen
A auf R*, welche Losungen der Yang-Mills-Gleichung dsp, F4 = 0 sind. Dabei liefern nach Satz 8.2
zwei U(1)-Zusammenhénge A und A auf R? genau dann dasselbe elektromagnetische Feld i F',
wenn sie durch eine Eichtransformation auseinander hervorgehen.

Bemerkung 8.5 Die Gleichung dx;, F4 = 0 beschreibt analog zum euklidischen Fall die kritischen
Punkte des Funktionals

A (FAFA) dx .

Rn+1

9 Das Modell der magnetischen Monopole

Wir leiten das von ‘t Hooft und Polyakov entwickelte Modell der magnetischen Monopole aus
einem Variationsprinzip iiber R® ab. Dazu sei G wieder eine der kompakten Lie-Gruppen U(m),
SU(m) oder SO(m) und g die Lie-Algebra von G. Fiir einen G-Zusammenhang A auf R? und ein
€ Q°(R3, g) setzen wir

Lu(A, ¢) = /R ((FA, F4) + (d%p,d%y)) dx .

Bezeichne Dy die Menge aller Paare (A, ), fir die Ly(A,¢) < oco. Analog zum Beweis von
Satz 6.14 verifiziert man, dass das Funktional Ly; : Dy — R invariant unter der Wirkung von
G(R3, G) ist. Das heift, fiir alle (A4, ¢) € Dy und alle o € G(R?, G) gilt

Lv(A-o,0-0) = Lu(A,¢) .
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Dabei ist - o € Q°(R3, g) durch
(p-0)(x) =0 z)p(x)o(x) fir zeR>

definiert.

Definition 9.1 Ein Paar (A,¢) € Dy heifst kritischer Punkt des Funktionals Ly <= Fiir
alle n € QY(R3, g) und alle v € QY(R3, g) gilt

d
fLM(A+t?7,QD+t1/}) =0.
dt t=0

Satz 9.2 Fin Paar (A, p) € Dy ist genau dann ein kritischer Punkt von Ly, wenn
dAxF4 = — « [go,dAap] (9.1)
und
d+d%p =0. (9.2)
Beweis. Sei (A, ¢) € Dyu, n € Q5 (R, g) und ¢ € QY(R3, g). Dann ist

t2
FATN = PA 4 4dy + 5[]

und

A (o + 1) = d(p + t) + [A + tn, @ + t)]
= A% + td + tn, ] + 20, ] .

Folglich ist

d d
—Lyv(A+tn, o + ) = — [ (pAtIn pATIY g
dt o dt Jes o
d
+ 57 [ 4o+ 1), dAT (o + 1)) da
R3 t=0

22/ (d%n, F4) d$+2/ (A% + [n, 9], d" @) da .
R3 R3

Nach Lemma 6.9 gilt
(I el d*e) = (m, [0, d%]) .

Nutzen wir nun noch Folgerung 6.11, so erhalten wir
- 2/ (n, (@) F*) do + 2/ (v, (a%)" a%y) dz
R3 R3
+ 2/ <77, [cp,dAcp]> dz
R3

= 2/ (n,xd*F4 + [p,d?]) do — 2/ (¢, xd**d? ) dz .
R3 R3

d
&LM(A +tn, o+ t)

t=0

Also ist (A4, ) genau dann ein kritischer Punkt von Ly, wenn
xdxFA + [%dAap] =0 und *dA*dAgo =0,

was offensichtlich zu (9.1) und (9.2) &quivalent ist. O
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Bemerkung 9.3 (i) Die Gleichungen (9.1) und (9.2) werden Bosonengleichungen genannt.

(ii) Die Theorie der magnetischen Monopole ist ein Beispiel fiir eine Yang-Mills-Higgs-
Theorie. Dabei wird ¢ € Q°(R?, g) als Higgs-Feld bezeichnet.

O
Der néchste Satz beschreibt 1. Integrale der Bosonengleichungen.
Satz 9.4 Sei A ein G-Zusammenhang auf R® und sei ¢ € Q°(R3,g). Gilt
«FA =d4 (9.3)
oder
*FA = —dl, (9.4)
so ist (A, p) eine Lisung der Bosonengleichungen.
Beweis. Aus (9.3) schliet man mit Hilfe von Satz 3.7, dass
AP = dhdle = [F4, o] = [xd%p, 0] = * [dhp, o] = —x [p,d"¢]
und
dAsd%p = ds«FA = d4F4 = 0.
Analog leitet man auch aus (9.4) die Bosonengleichungen ab. O
Bemerkung 9.5 Die Gleichungen (9.3) und (9.4) heien Bogomolny-Gleichungen. O

Wir erldutern jetzt, dass die Theorie der magnetischen Monopole der statischen Yang-Mills-Theorie
iiber R* entspricht.

Definition 9.6 FEin G-Zusammenhang

4
7 = Z Zdat
i=1
auf R* heifit statisch <= 0,7; =0 firi=1,...,4.

Bei einem statischen G-Zusammenhang Z hingen die Koeffizienten Z; also nur von den Koordina-
ten z!, 22, 23 ab.

Satz 9.7 Sei A ein G-Zusammenhang auf R® und ¢ € Q°(R3,g). Dann ist (A, ¢) genau dann eine
Losung der Bosonengleichungen, wenn der statische G-Zusammenhang

Z = A+ @dz' = Aydat + Axda? + Asda® + pda?

auf R* eine Losung der Yang-Mills-Gleichung ist.

Beweis. Zur besseren Unterscheidung schreiben wir im Folgenden *3 fiir den Hodge-Operator auf
R3 und #,4 fiir den Hodge-Operator auf R*. Mit

FA = Fiidat A da? + Fiida! A da® + Fifida? A da?
und

dhe = (d%y), da' + (d%¢), da® + (d4¢), da®
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ist

1
F? =47 + 512.2]

1
=dA+deAda* + 3 [A+g0dx4,A+g0dx4]

=dA +dpadat + %[A7 A+ [A, <pdx4] + % [tpdaz4, cpda:ﬂ
=FA frdpAdat + [A, ¢ Ada?
=FA +d%p Ada?
= Fiidat Ada? + Fiida! A da® + Fifida? A da?
+ (dAgo)1 dz! A dz?t + (dAgo)z dz? A dat + (dA<p)3 dz3 A da?
und folglich
w4 FZ = Fida® A da?* — Fiida® A da* + Fiida® A da?
+ (dAgo)l dz? Ada?® — (dA<p)2 dat Ada® + (dA<p)3 dz! A da?
= w3 FA N dat + *3dAap .
Daraus erhalten wir, dass
A5, F? = d (+3FA Ada? + #3d%p) + [A + pda?, 3 FA A da* + #3d ]
= (dx3F?) A da* + dxsd?e
+ [4, *3FA] Adz* + [A4, *3dA<p] + [pda?, *3dA<p]
= (A3 F?) Adat + d%%3d e + *3 [0, d4] Adat .
Folglich gilt d%*,F? = 0 genau dann, wenn
dAsg FA + x4 [gp,dAcp] =0 und dA*gdAga =0,
d.h. wenn (A, ¢) eine Losung der Bosonengleichungen ist. O
Satz 9.8 Sei A ein G-Zusammenhang auf R3 und ¢ € Q°(R3,g). Dann ist (A,¢) genau dann
eine Ldsung der Bogomolny-Gleichung (9.3), wenn der zugeordnete statische G-Zusammenhang

Z = A+ pdx* auf R* selbstdual ist. Analog ist (A, @) dann und nur dann eine Lésung von (9.4),
wenn Z antiselbstdual ist.

Beweis. Im Beweis von Satz 9.7 haben wir gesehen, dass
FZ =F4 + dAga Adz* und #4F% = 3 FA A da* + *3dA<p .

Also gilt *,F% = FZ genau dann, wenn #3F4 = d4¢, d.h. wenn (9.3) gilt. Genauso folgert man
den zweiten Teil der Behauptung. O

Bemerkung 9.9 Ist Z ein statischer G-Zusammenhang auf R* mit nichttrivialer Kriimmungs-
form FZ, so ist

L(Z) :/R4 (F? F7) dz =00

Andererseits hat man fiir (A, p) € Dy und Z := A + oda?, dass

/ (FZ,F?) dx:/ (FA+d% Adat, FA + d?p A da?) da
R3x[0,1] R3

- /R (P (a4, d4)) do
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10 Monopole und Elektromagnetismus

Wir betrachten nochmals die Maxwell-Gleichungen (vgl. Abschnitt 8). Dabei nehmen wir an, dass
die elektrische Feldstdrke E und die magnetische Feldstdrke B zeitunabhéngig sind. Wir haben
also £ : R?> — R3 und B : R? — R3 und schreiben

E = E(z) = (Ey(x), Bs(x), Bs(x) und B = B(x) = (Bi(x), Ba(a), Bs(x))

mit z = (z!,22,2%). Die 1. Gruppe der Maxwell-Gleichungen lautet in diesem Fall

rot E=0 und divB=0.

Die 2. Gruppe ist
rot B=0 und divE=0.

Wir setzen jetzt
wp = Eidz! 4 Eada® + Fzda® € Q'(R?)

und

wp := Byda? Ada® — Byda! Ada® 4 Bsda! A da? € Q*(R?) .

Satz 10.1 (i) Die 1. Gruppe der Mazwell-Gleichungen fiir statische, d.h. zeitunabhingige Felder
18t 2u
dwg =0 wund dwp =0

aquivalent.
(ii) Die 2. Gruppe dieser Gleichungen ist zu

dxwp =0 wund dxwg =0

dquivalent.

Beweis. (i) Es ist

dwg = —0xEydat Ada? — 95E dat A da® + 8y Fada! A da? — 93 Eada® A da?
+ 01 Esdat A da® + 02 Esda® A da®
= (61E2 - 82E1)dz1 A dSC2 - (83E1 - 31E3)dx1 A dId + (62E3 - (93E2)d$2 A dIS
und
de = (8131 + 8282 + (9333)(11‘1 A d$2 N d1‘3 .

Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung.

(ii) Es ist
sxwp = B1da? Ada® — Exda! Ada® + Esda! A da?
und
swp = Byda' + Bydz?® + Byda?® .
Also erhélt man (ii) aus (i), indem man F und B vertauscht. O

Sei jetzt (E, B) eine statische Losung der Maxwell-Gleichungen und seien wp und wp die korre-
spondierenden Formen auf R3. Nach Satz 10.1(i) und Satz 8.1 existieren dann ein f € Q°(R?) und
ein o € QY(R3) mit
wg =df und wp=da.
Wir setzen
p:=if und A:=ia.
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Dann ist ¢ € Q°(R3,u(1)) und A ist ein U(1)-Zusammenhang auf R3. AuBerdem ist
dp=iwp und FA=iwg.

Folglich kann nach Satz 10.1(ii) die 2. Gruppe der Maxwell-Gleichungen fiir statische Felder als
dFA =0 und d%xd%¢ =0

geschrieben werden. Dies sind die Bosonengleichungen fiir G = U(1).

Der niichste Satz, den wir ohne Beweis angeben, besagt, dass es fiir G = U(1) keine physikalisch
interessanten Losungen der Bosonengleichungen gibt.

Satz 10.2 Sei (A, p) eine Lisung der Bosonengleichungen (9.1) und (9.2) fir G = U(1) mit
L (A, p) < 0o. Dann ist A flach, d.h. F4 verschwindet identisch, und ¢ ist konstant. O

Beispiel 10.3 Wir beschreiben das so genannte Dirac-Monopol. Sei r : R? — R durch

r(z) = [lz] = \/(031)2 + (22)" + (2)°

definiert und sei

1 2 (13
wp = ﬁ*dr € Q°(R°\ {0}) .
Dann ist
1 1 1
dxwp =d ﬁdr = —T—Sdr/\dr—l— Tﬂddr =0.
Da
2rdr = d (r?) = 2 (2'dz’ + 2°da?® + 2°d2?) |
ist

1 )
dr = — (zldxl + 22d2? + zddx?’)
r
und folglich

1
wxdr = —
T

(xldx2 Adz? — 22dat A da® + 23dat A dx2) .
Hieraus schlieffen wir, dass
1
2dwp =d (3 (acldx2 Adz? — 2?dat Ade® + 23dat A dx2)>
r
3 17,2 3 211 3 331 2 3 1 2 3
:——4dr/\ (:10 dx® ANdx® — 2de” Adz® + z°dx” Adx )—i—T—gdx Adx® Adx
r
3
=—— (a:ldxl + 22dz? + m3dx3) A (mldm2 Adz?® — 22dat A da® + 23dat A de)
r
3
+ —del A dz? A da?
r
3 1\2 2\ 2 3\2 1 2 3 3 4 2 3
=—5 ((m) +(x) —i—(az ) )dx Adz® Adx +T—3dx ANdz? A dx
=0.

Also liefern wp und wg := 0 nach Satz 10.1 eine statische Losung der Maxwell-Gleichungen iiber
R\ {0}. Diese Lésung wurde von Dirac als magnetisches Monopol interpretiert.

Allerdings ist auch fiir diese Losung das Wirkungsfunktional unendlich, denn

1 1
(wp,wp) = (*wp, *wp) = ™ (z'da’ + 2°d2® + 2°da®, 2 da' + 2°da?® + 2°da?) = y
T T
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und somit

1 <1
/ (wB,wB>dx:/ —4dx:7r/ —dr=o00.
R3\{0} R\ {0} 47 o T

Auflerdem existiert keine Form o € Q'(R?®\ {0}) mit wp = da. Wir werden spiter den Zusam-
menhangsbegriff verallgemeinern und dann sehen, dass iwp die Kriimmungsform eines (verallge-
meinerten) U(1)-Zusammenhangs auf R? \ {0} ist (vgl. Beispiel 13.8). O

Um physikalisch relevante Losungen der Bosonengleichungen zu erhalten, muss man also von U(1)
zu anderen Gruppen iibergehen. Die physikalische Interpretation dabei ist, dass ein magnetisches
Teilchen ein Elementarteilchen ist, welches nicht nur mit den elektromagnetischen Kréften wech-
selwirkt.

11 Spezielle Losungen

In diesem Abschnitt wollen wir Losungen der Bogomolny-Gleichungen fir G = SU(2) angeben.
Dazu identifizieren wir die Lie-Algebra su(2) wieder mit sp(1). Sei {ag, a1, as,ag} die Basis von H
wie in Abschnitt 7. Die Lie-Algebra sp(1) wird dann von {a;,as, a3} aufgespannt und es gilt

[a;,a] = 2a3, [ap,a3] =2a;, [ag,a1]=2ay.
Lemma 11.1 Durch
1 coth(t) 1 1
hi(t) = = — d hot) = = — ——
1= Fund = - e

sind gerade analytische Funktionen hy und hy auf R definiert.

Beweis. Aus sinh(—t) = —sinh(¢) und cosh(—t) = cosh(¢) folgt, dass die Funktionen h; und hgy
gerade sind. Zu zeigen bleibt, dass h; und he auch in 0 analytisch sind. Fiir sinh und cosh haben
wir die Potenzreihenentwicklungen

- 1
inh(t) = > apt®* mit = —
sinh(t) k:Oak mit ay Ok +1)!
und
- 1
cosh(t) = g bt?*  mit by = —— .
pars (2k)!

Folglich ist

1 coth(t) _ sinh(t) —tcosh(t) _ S reo (ag — by) t2FH1 _ Sore, (ag — by) t2FH1
2 t t2 sinh(t) Yoo apt?F s Yoo apt? s
oo (@gr = b)) R ST (akgn = D) BF
S0 apt2h e S axt?t
und analog
11 sinh() =t 3 et 30 ap gt
2 tsinh(¢)  2sinh(f) Y po, apt?*t3 oo art?*
Da ag # 0, impliziert dies die Analytizitat von h; und ho in 0. O
Sei wieder

r(@) = (@) + (22) + (23)?
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Nach Lemma 11.1 sind h;(r) und ho(r) analytische und somit insbesondere glatte Funktionen auf
R?. Wir definieren einen SU(2)-Zusammenhang A auf R? und ein ¢ € Q°(R?, 5u(2)) durch

1 " 1
A= ihg(r)A und ¢ := §h1(r)¢7
mit R
A= (x3dx2 — xde?’) a; + (;vld:r3 — x?’dxl) as + (xdel — xlde) as
und

¢ = zla; + zay + 2a;3 .
Satz 11.2 Das eben definierte Paar (A, ) ist eine Lisung der Bogomolny-Gleichung (9.3).
Beweis. Seien A, ¢ und A, ¢ wie oben angegeben. Dann ist
i = 504 (r)@ar + I (1))

und
dp = dz'a; + dz2ay + dx3a3 .

Auflerdem ist
1 [/1, gﬁ} = 22 (x3dx2 — x2dx3) as — 2° (x?’de — x2dx3) as
-zt (xldx?’ — x?’dxl) asz + z° (xldx?’ — x3dx1) aj
+ 2! (2*dz! — 2'd2®) ap — 2? (2%da’ — 2'd2?) &y
= (xl (2°da” + 2°dz®) — ((x2)2 + («* 2) dx1> a;
+ (o? (@'da’ + 2%da?) - ((a)?

+ (:17‘3 (:cldml + zzde) — ((x1)2

+ (x2 (mldxl + 22da® + m3dx3) — ((xl)
+ (:1:‘3 (:L’ldxl + 22da? + Igdmg) - (( )
= rodr — r2dg .
Folglich ist

(R (r) + rhy(r)ha(r))@dr + hy(r) (1 — r2h2(r)) dg) . (11.1)

N =

Ao =dp+[4,¢] =

Des Weiteren haben wir

dA = (hg(r)dr NA+ h2(r)dA) :

N |

Da
rdr A A = (:cldzl + 22d2? + xgdzs) A ((xgdzz — z2dx3) a; + (xldx3 — x3d:171) as

+ (a:zdxl — xldaﬁQ) ag)

= (x1x3dx1 Adz? — 2tz?dat Ada® — (x2)2 da? Ada® — (x3)2 dz? A dx3) ap
+ ((x1)2 da' Adaz® + 2t 2?da? A de® + 2223dat A da? + (:173)2 dz' A dxg) as
+ (— (m1)2 dzt A da? — (x2)2 do! Ada? — 2?23dat A da® 4 2tadda® A dx3> ag

= (ac?’dxl Adz? — 22dat Ada® + 2'da® A dx?’)
—r? (d2® Ada’a; — da' A dztay + dz' Ada’ag)
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ist

* (rdr A fl) =¢ (asgd:c3 + z?da® + xld:cl) —r? (da:lal + dz?ay + dx3a3) = rpdr — r2dg

und somit .
*(dr/\A> = odr —rd@ .
Da .
dA = -2 (dz® Ada’a; — dz' Adz’ay + da' A daz?ag) |
ist .
xdA = =2 (dz'a; + dz*as + dz’as) = —2d¢ .
Es folgt

*dA = %(hé(r)(gbdr —rd®) — 2ha(r)dg) = %(hé(r)gﬁdr — (rhy(r) + 2ha(r))dy) .
Schliefllich miissen wir *[A, A] berechnen. Es ist
4, 4] =2([(2%d2? ~ 2%da®) y, (2 de® — 2*da’) 2]
+ [(:c3da:2 — x2dx3) aj, (x2dx1 - :clde) ag]
+ [(xldxg - acgdxl) as, (wzdwl - .Z‘ldl‘Q) 33]
= 4((~a'atde’ A da® + (21)" da® A da? + 2'otdat £ da?)a
+ (332 3da! A da? — (= 2)2 do! Ada? — zta?da? A d:cg) a
+ ( 22da? Ada® + (x3)2 dz!' A dz? — 2223dat A dxg) a3>
=4 (xlal +2%ay + ag) (x3dx1 Ada? — 2%dat Ada® + 2tda® A dx3)

und somit

Also ist

Damit erhalten wir
1
«FA4 = (dA—i- [A, A]) 5 ((h4(r) 4+ rh3(r)) ¢dr — (rhb(r) + 2ha(r))de) . (11.2)
Aus (11.1) und (11.2) folgt, dass (A, ) eine Losung der Bogomolny-Gleichung (9.3) ist, wenn

hy(r) + rhi(r) = Wy (r) + rha(r)ha(r)

und
rhh(r) + 2ha(r) = hi(r) (r?ha(r) — 1) .
Die letzten beiden Gleichungen rechnet man unter Benutzung von

2 coth(r) 1 2 1 coth(r)

() = ——= d hy(r) = —=
(1) r3 * 72 * rsinh?(r) o 2(r) r3 " rZsinh(r) = rsinh(r)

direkt nach. O

Auf sp(1) betrachten wir wieder das durch
<ai,aj> 22(5” fiir Z,] = 1,2,3

bestimmte Skalarprodukt. Dann gilt
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Satz 11.3 Fiir das Paar (A, ) aus Satz 11.2 ist
Ly(A, o) =47 .
Beweis. Nach Satz 11.2 gilt
A dASO
Also ist
= / ((FA, F*) + (d%p,d%p)) do
R
= / ((FA, F*) + (xF4 «F*)) do = 2/ (xFA «F*) dz
R3 R3
Wir setzen jetzt

1 1 1 cosh(r)

ha(r) == h(r) + rh3(r) = == — 5= +
3(r) 2(r) + rhy(r) r3  r2sinh(r)  rsinh®(r)  rsinh®(r)

und
1 cosh(r)

ha(r) = rhy(r) + 2ha(r) = 7Tsinh(7“) * SinhQ(T) .

Nach (11.2) ist dann
1
«FA = §(h3(r)¢7dr — hy(r)dp) .
Wir berechnen
< ( 1dx + 22dz? + 23da® ) (:Cldxl + 22dz? + xsdx3)>
( -+@))<@¢>
=7 <:1: a1+:17 a2+z ag,x ai +:c as +x a3>

=27 ()" + ()" + (=)

=27t

(rdr, rodr) =

und

(redr,dg) = (¢ (z tda! + 22da? 4+ 23da? ), dzla; + dz?a, + dx3a3>
zH(@,a1) + 2% (P, a) + 2°(, as)
=2((e")* + () + (=°)%)

=27 .

Folglich ist
(pdr, ¢dr) = 2r? und  (Gdr,d@) = 2r .

AuBlerdem gilt

(dp,dp) = <dx a; + dz?as + dz? ag,dx a; + dz?as + dz a3>

= (a1, a;) + (az,az) + (a3, as)
=6.
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Damit ist

(P4, #FA) = 1 (hs(r)pdr — ha(r)d, hs(r)pdr — ha(r)dg)
= L (B3 (A, ) — 2hs(r)ha(r) (B, 4) + H(r) B, 03)
= (2r7R3(r) — Arhs(r)ha(r) + 613(r)
= 3 ((rhs(r) = ha(r)? + 203(r)
RYya 1 2 1 cosh(r) \ >
o 2 <( r2 + sinhQ(T)) 2 < TSiDh(T) + Sinh2('r)> )
1 (1 B 2 1 2 _ 4cosh(r) 2cosh2(r))
T2\t g2 sinh?(r)  sinh*(r) = r2sinh®(r)  rsinh®(r)  sinh?(r)
= % (:4 + h5(r)>
mit
ha(r) = 7 (14 2cosh®(r)) — 4sinh(r) cosh(r) .

rsinh?(r)

Es folgt, dass

1 1 > /1
/]R3 (xF* xF4) dz = 3 /}R3 (7‘4 + hg,(r)) dz = 27r/0 (702 + 7‘2h5(7’)) dr.

42 (e4r + eQr) _ 4y (e47‘ _ 627’) _9 (ezr _ 1)2
(e =1

Mit

/r2h5(r)dr =—

und
. r 1

11—{% e —1 2’

4ar 2r\ _ 4r _ 2r
hmr(e +e ) (e e )

r—0 (e2r — 1)

2 1
lim (| 0——— -] =-1
r—0\e?r —1 r

/ (7}2 +7“2h5(r)> dr=1,
0

Lyv(A, ) = 2/ (xFA xF4) dz = 4r .
R3

:O’

verifiziert man, dass

und erhélt insgesamt, dass

O

Die in den Sitzen 11.2 und 11.3 betrachtete Losung (A, ) der Bogomolny-Gleichung (9.3)
heiflt Prasad-Sommerfield-Monopol. Sie wurde von Prasad und Sommerfield (1975) sowie
Bogomolny (1976) gefunden. Im Folgenden bezeichnen wir diese Lésung mit (APS,oPS). Aus
den Satzen 11.2 und 11.3 folgt unmittelbar, dass (APS,fcpPS) eine Losung der Bogomolny-

Gleichung (9.4) und
LM (141:’87 —QOPS) — 47

ist. Weitere Losungen der Bogomolny-Gleichungen erhélt man folgendermafien.
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Satz 11.4 Sei (A, p) eine Lésung von (9.3) bzw. von (9.4) und sei ¥ : R3 — R3 eine orientie-
rungserhaltende euklidische Transformation, d.h. es ist U(x) = qx + b fiir ein ¢ € SO(3) und ein
b € R3. Dann ist auch (V* A, V*p) eine Lisung von (9.3) bzw. von (9.4).

Beweis. Wir haben (vgl. den Beweis von Folgerung 5.8)
FVA=9"F* und d¥4(Trp) =" (d%p) .
AuBerdem gilt nach Satz 5.7, dass
# (UFA) = 0" (xF4) .
Aus xF4A = +d4¢ folgt also

$ VA =5 (U FA) = O (xF4) = 207 (d%) = £d¥V (%) .

Den néchsten Satz geben wir ohne Beweis an.

Satz 11.5 Sei A ein SU(2)-Zusammenhang auf R® und sei ¢ € Q°(R3,5u(2)). Dann ist (A, )
genau dann eine Lisung von (9.3) bzw. von (9.4) mit Ly (A, ) = 4w, wenn eine orientierungser-
haltende euklidische Transformation ¥ : R® — R3 und eine Eichtransformation o € G(R3,SU(2))
mit

(A, ) = ((\I/*APS) -0, (\Il*gops) -U) bzw. (A, ) = ((\IJ*APS) co,— (\I'*gops) 'O’)
existieren. O
Bemerkung 11.6 Fiir einen SU(2)-Zusammenhang A auf R und ein p € Q°(R3,su(2)) ist die
Monopolladung ky (A, ¢) durch

1

kM(A7S0) = % R

<>»<FA7 dA<p> dx
3
definiert. Diese Grofle spielt eine dhnliche Rolle wie die Instantonenzahl in der Yang-Mills-Theorie
iiber R*. Ist (A, ) eine Losung von (9.3), so ist
1

T

kv(A, @) /]R3 (<>«<FA, *FA> + <dA<p,dA<p>) dz = %LM(A, ©) .

Analog gilt fiir eine Losung (A, ¢) von (9.4), dass
1

Insbesondere ist nach Satz 11.3

kwm (APS,QDPS) =1 und kum (APS, —(pPS) =-1.

12 Das Landau-Ginzburg-Modell

Wir betrachten auf C das durch
(21,22) == 2122
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bestimmte hermitesche Produkt. Die Einschrinkung dieses Produktes auf u(1) = iR ist das in
Abschnitt 6 angebene Skalarprodukt auf u(1). Fiir w!,w? € QF(R",C) definieren wir (w!,w?) €
Q°(R", C) analog zu Definition 6.1 durch

<w17w2> ('T) = Z <wl(ei17"'>eik)7w2(ei1""’eik)> ’

1<ip <-<ip<n

wobei {eq, ..., e, } eine Orthonormalbasis von T, R™ ist. Ist A ein U(1)-Zusammenhang auf R” und
w € QF(R",C), so setzen wir

dw:=dw+ ANw e QMR C) .

Das Landau-Ginzburg-Modell ist wieder durch ein Wirkungsfunktional, in diesem Fall iiber R?,
beschrieben. Fiir einen U(1)-Zusammenhang A auf R? und ein ¢ € Q°(R?, C) setzen wir

Lic(A, p) = /Rz <<FA7FA> + (d%p,d%) + i((%w) — 1)2) dz .

Dieses von Landau und Ginzburg entwickelte Modell dient zur Beschreibung des Phidnomens der
Supraleitfihigkeit. Dabei wird angenommen, dass die Felder in einer Richtung konstant sind. Dies
ermoglicht die Reduktion von R? auf R?. Der Zusammenhang A ist wieder das elektromagnetische
Potential, wihrend ¢ die Verteilung der so genannten Cooper-Paare von Elektronen angibt.

Sei Dg die Menge derjenigen Paare (A4, ¢), fir die Lg(4, ¢) < co.
Satz 12.1 Das Funktional Lic : Drg — R ist invariant unter der Wirkung von G(R?,U(1)), d.h.
Lic(A-0,0-0) = Lra(4,¢) .
fiir alle (A, @) € DLg und alle o € G(R?,U(1)). Dabei ist p - o € Q°(R%,C) durch
(¢ 0)(z) =07 (z)p()
definiert.
Beweis. Die Behauptung folgt zum einen aus
FAT =g lpAg = FA
zum anderen aus

A4 (p-0)=d (e o) + (ailAU + Uﬁlda) (071@)
=d(c ) e+oldp+o T Ap+ o (do)o Ty
= Ydo)olp+ o ldp+ ot Ap+ o (do)o Ly
=o ld%p

und
(g21,q22) = (21, 22)
fiir g € U(1) und #1,22 € C. O

Fiir die Berechnung der Variationsgleichungen von Ly werden wir folgendes Lemma benutzen.

Lemma 12.2 Sei A ein U(1)-Zusammenhang auf R?, 1 € Q3(R?,C) und w € Q' (R?,C). Dann

gilt
/ <dA1/),w> dzr = —/ <1/), *dA*w> dx .
R2 R2
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Beweis. Sei
A= Ajdz' + A2dz® und w = widz! + wedz? .

Dann ist

# (AN *w) = ((Ardz’ + Axda?) A (wida® — wadz'))
= x(Ayw; + Agwy)dzt A da?
= Ajwi + Asws

und folglich
(Y, x(AN*w)) =1 (1211@1 + 1212@2) = —1p(A1w1 + Aswn) = —(AY,w) .

AuBlerdem folgt aus Satz 6.4, dass

/R2 (dyp,w) dz = _/]R2 (¢, xdsw) dz

Also haben wir

[ (@t /<dw, ot [ (Avw)do
(1), dlsw) dx—/z(w,*(A/\*w»dac

R2

w, *dA*w dz .
RZ

O

Wir fiihren jetzt noch folgende Bezeichnung ein. Ist ¢ € Q°(R", C) und w € Q' (R", C), so seien
(p,w) € Q1(R™,C) und (w, ) € QY(R"™,C) durch

(p,w)(v) = (p(z),w(v)) und (w,)(v):= (W(v),(z))
fir v € T,R™ gegeben. Es ist also

(pw) =g und  (w,p) =wp.

Mit dieser Bezeichnung kénnen die Wirbelgleichungen genannten Variationsgleichungen von
L1, wie folgt formuliert werden.

Satz 12.3 Ein Paar (A, ) € Dig ist genau dann ein kritischer Punkt von Lyg, d.h. es gilt

d
—Lic(A+tn,e+ty)| =0
d t=0

fiir alle n € Q§(R2,u(1)) und alle ¢ € NY(R?,C), wenn

dxF4 = %* (<go,dA<p> — <dAga, <p>) (12.1)

und 1
d*xd?p = 3.0} = . (12.2)

Beweis. Sei (A, ¢) € Drg. Da

FA+ — d(A+t77) =dA+tdn = FA—|—tdr]
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und
A+ 1) = d(p + 1) + (A + tn)(p + 1) = dhp +1d% + tne + 2y
ist

d
&LLG(A +tn, ¢ + t)

t=0

d <FA+tn, FA+tn> da

Tt

d
T /R (o + 149), A (0 + 1)) da

t=0

1 d
- = —1)2
T R2(<<p+tw,<p+t1/)> )" dz

t=0

=0
= 2/ (dn, F*)dz + / ((d*) + np,d%p) + (d?p, dM +np)) da
R? R?

+3 [ (o) = D@0 + () do
Nach Satz 6.4 ist

/ <d17,FA>dx:—/ <?77*d*FA>d£E
R2

R2
und nach Lemma 12.2 gilt

/ ((dtp,d%p) + (A, dMp)) dz = —2/ Re ((¢, *d**d?p)) dw
R2 R2
Mit

n = mda! + nodz? und dA<p = (dAga)l dat + (dAga)z dz?
haben wir auflerdem

(e, %) + (A0, mp) Zm (#(d0), - (a49), )
= Z ns ((a4), @ - (d7%),)

= (1, (A0, ) — (p.d%)) .

Ingesamt erhalten wir

d
&LLG(A +tn, ¢ + 1)

t=0

= _ wdx FAY da A - 4 z

- 2/RQ<17, dxF*)d +/Rz<77’<d p.0) = (9, d%0))d
72/]1%2 Re ((¢, *d*+d* ) dx+/2(<§0790> — DRe((¢, ¢)) da
/ (n,2¢dxFA — (4%, 0) + (p,d%)) da
- /R Re ((,2¢d*+d %o — ({¢, ) — 1)) da

Folglich ist (A, ) genau dann ein kritischer Punkt von Lpg, wenn

xdx A — <dA<p, <p> + <gp’ dA<p> =0
und
2:dtxd o — ((p,9) = 1)p =0,
d.h. wenn (12.1) und (12.2) gelten.

Der néchste Satz beschreibt 1. Integrale der Wirbelgleichungen (12.1) und (12.2).
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Satz 12.4 Sei A ein U(1)-Zusammenhang auf R? und ¢ € Q°(R2,C). Gilt
«FA = %(((p, ©)—1) und d%p =ixd%p (12.3)

oder .
*FA = *%((@0,@ —1) und dp=—ixdtp, (12.4)

so ist (A, ) auch eine Lisung von (12.1) und (12.2).

Beweis. Seien A und ¢ wie oben angegeben. Dann ist
(A%, 0) + (p,d%¢) = (dp + Ap)p + p(dp + Agp)

= (dp + Ap)@ + o(dp — Ap)
= (dp)p + Ap@ + ¢dp — pAp

d(pp) ,
d.h.
(%, ) + (p,d%p) = d{p, ) , (12.5)
und
dtd%p = d*(dp + Ap)

=d(de+ Ap) + AN (dp + Ap)

=ddp + (dA)p —AANdp+ ANdp+ AN Ap

= (dA)yp,
also

d4d4p = Fiy . (12.6)
Sei jetzt (A, ¢) eine Losung von (12.3). Mittels (12.5) und (12.6) konnen wir schlieflen, dass

1

dxF4 = ~d({p, ) — 1)

[\

1

=5 ((d%0,0) + (9, d%0))

2
= % (<i*dA<p, ©) + <<P,i*dA<P>)
= %* ({p,d%0) = (A0, )

und 1
d4xddp = —id4dp = —iFAp = (o) = e

Das heifit, (A, ¢) erfiillt die Wirbelgleichungen (12.1) und (12.2). Analog sieht man, dass auch jede
Losung von (12.4) eine Losung von (12.1) und (12.2) ist. O

Die restlichen Sétze in diesem Abschnitt geben wir ohne Beweis an.
Satz 12.5 Sei (A, ¢) € Drg eine Lisung der Wirbelgleichungen (12.1) und (12.2). Dann gilt:

(i) Fir alle x € R? ist (g, ¢)(z) < 1.

(ii) Die Menge der Nullstellen von ¢ ist endlich.
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(iii) Zu jedem € > 0 existiert ein solches M > 0, dass
|*FA| () < Mexp((e — 1)|z|) fir alle =€ R*.

Insbesondere ist
|*FA‘ der < oco.
]RZ

Satz 12.5(iii) erlaubt die folgende Definition.

Definition 12.6 Die Wirbelzahl einer Lisung (A, ¢) € Drg von (12.1) und (12.2) ist

:27r

kw(A, @) : L/]R2 «FAdr .

Folgerung 12.7 Sei (A, ) € Drg eine Lisung von (12.3) bzw. von (12.4). Dann ist kw(A,¢) >0
baw. kw (A, ) <0 und es gilt kw(A, @) =0 genau dann, wenn (p, p) = 1.

Beweis. Sei (A, ¢) € Drg eine Losung von (12.3). Dann ist

i 1
kw(A, @) = — FAde=— [ (1- dz .
w(d, @) = o /Rz* T= RQ( (¢, ) da

Da nach Satz 12.5(i) auBerdem 1 — (¢, ¢) > 0, folgt die Behauptung.
Fiir eine Losung (A, ¢) € Drg von (12.4) schliet man analog. O

Satz 12.8 Fiir jede Lisung (A, @) € Drg von (12.1) und (12.2) ist kw(A, ) € Z. O

Wir identifizieren im Folgenden R? mit C. Beriicksichtigt man Satz 12.5(ii), so gibt der niichste
Satz eine vollstdndige Klassifikation aller Losungen (A, ¢) € Drg von (12.3).

Satz 12.9 (i) Sei (A,¢) € Drg eine Lisung von (12.3). Ist zg € C eine Nullstelle von ¢, so
ezistieren eine offene Umgebung U C C von 2y, eine nirgends verschwindende glatte Funktion
f:U — C und eine Zahl ord(p, z9) € N mit

©(z) = f(2)(z — 20)°"4@=0)  fiir alle zeU .

(ii) Zu jedem 2m-Tupel (z1,..., Zm, N1, -, Nm) mit m = 0,1,... bestehend aus paarweise ver-
schiedenen Punkten zy,...,zy, € C und Zahlen nq,...,n, € N existiert eine solche Lisung
(A, ) € Drg von (12.3), dass {z1,...,2m} die Menge der Nullstellen von ¢ ist und
ord(yp, z;) = n;

firj=1,...,m. Ist (A", ¢’) € Drg eine weitere Lisung von (12.8) mit diesen Eigenschaften,
so existiert ein o € G(C,U(1)) mit

(A, ¢")=(A-0,0-0).
Auflerdem ist
j=1
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Aus dem letzten Satz erhilt man unmittelbar

Folgerung 12.10 Sei (A, ¢) € Drg eine Losung von (12.3) mit kw(A, p) = 0. Dann ezistiert ein
o€ GR? U(1)) mit A-0 =0 und ¢ -0 = 1. Das heifst, jede Lisung (A, ) € DrLg von (12.8) mit
kw(A, p) =0 hat die Gestalt A =1idf und ¢ = e~/ fiir ein f € QO(R?). O

Bemerkung 12.11 (i) Fiir den Beweis von Satz 12.9 wird folgende Umformulierung der zweiten
Gleichung von (12.3) entscheidend benutzt. Wir identifizieren R? mit C lings

(xl,x2) eR?—z=2al+iz?eC.

Dann ist
dz =dz!' +idz® und dz =da' —ids?.

Sei
A= A;dz! + Asda?

ein U(1)-Zusammenhang auf R? und ¢ € Q°(R?,C). Wir setzen

o = %(Al —iAQ) .

Dann ist
adz +adz = 5 (A —i4s) (da' +ide?) + 5(Ay +i4y) (o’ —ida?)
=1iA;dz’ +1Axda?
=iA
und damit
A= —i(adz + adz) .
Da 9 9
_ 9 9 1z
dp = aZdz—|— 32dz ,
folgt
d4o = dp + Ag
= g—fdz + %dz —i(adz + adz)e
(0o . op . _ _
= <8z —1a<p) dz + ((‘92 —1a<p> dz .
Wegen
xdz = % (d:c1 + idzz) =dz? —idat = —i (dz1 + id:cQ) = —idz
und
xdz = * (dz' —ida®) = d2? +ida' =i(da' —id2?) =idz
ist dann

dAo — ixd?p = <gf —iatp) dz + (?;5 —iagp) dz — (gf —iacp) dz + (gj —ia<p> dz

(00 . _
—2<82—1a4p>dz.

Also gilt
d4p = ixd?y
genau dann, wenn
%
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(ii) Aus Satz 12.9 und der folgenden Uberlegung erhilt man eine vollstindige Klassifikation aller
Losungen (A, ¢) € Drg von (12.4). Sei wieder

A= A;dz' + Asda?
ein U(1)-Zusammenhang auf R? und ¢ € Q°(R?, C). Wir schreiben
FA = Fidet Adz? und d?p = (dAcp)l dzt + (dAcp)2 da? .
Insbesondere ist
(d%9), = 050 + 450
fiir j = 1,2. Dann bedeutet (12.3), dass
i

(o) —1) und  (d%p), = —i(d%p), .

Ff;=2

Genauso ist (12.4) zu

i

Ffy = —
12 2

(o) —1) und (d%p), =i(d%y),

Aquivalent. Sei ¥ : R? — R? durch ¥ (z!,2?) := (—z',2?) definiert. Wir setzen

A=U"4 und ¢:=¥"p=poV¥.

Dann ist

A=U" (A1dz' + Ayda®) = —(4; 0 U)dz' + (As 0 V)da®
und X
FA=UF4 = — (Ffyo¥)da' Ada? .

AuBerdem gilt

dtp =dp + Ap
O pdat + Oppda® — (Ay o W)pda! + (Ag o U)pda?
~((D1p) 0 W + (A1 0 W) (0 W))dz' + ((D2¢) 0 W + (A2 0 ¥)(p 0 W))dz®
— ((dAgo)l ) \Il) dz! + ((dAcp)2 o \IJ) dz? .

Folglich ist (A, ) genau dann eine Losung von (12.3), wenn (/1, gﬁ) eine Losung von (12.4)
ist. O

Im Unterschied zu entsprechenden Aussagen fiir die Yang-Mills-Theorie iiber R* (vgl. Bemer-
kung 7.25(ii)) und die Theorie der magnetischen Monopole sind die Wirbelgleichungen und deren
1. Integrale (12.3) und (12.4) dquivalent.

Satz 12.12 Sei (A,p) € D eine Losung der Wirbelgleichungen (12.1) und (12.2) mit
kw (A, @) >0 bzw. mit kw(A, ) <0. Dann ist (A, p) eine Lisung von (12.8) bzw. von (12.4). O

13 Zusammenhinge auf Gebieten in R"” und der Sphire 5"

Sei G wieder eine der Lie-Gruppen U(m), SU(m) oder SO(m) und sei O eine offene Teilmenge von
R™.
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Definition 13.1 Ein G-Zusammenhang A auf O besteht aus einer abzihlbaren Familie (Ai)iel

von Formen A* € QY(U;, g), wobei U; offene Teilmengen von R™ mit | J,c; Ui = O sind, und glatten

Abbildungen ¢;; : U;NU; — G fiir U; NU; # 0 mit den folgenden Eigenschaften.

1) Fir alle x € U; ist py(x) = 1.

(1)
(2) Fiir alle x € U; N U; ist i(z) = (pji(z)) 7L
(3) Fir allex € U; NU; NUy ist pij(x) = @ir(x) ok, ().
(4) Fir allex € U; NU; und v € T,R™ gilt
Al(v) = (5i(2)) T A (V) @ji(x) + (@5i(@)) ™ depji(v) -

Beispiel 13.2 Jeder G-Zusammenhang auf R™ im Sinne von Definition 3.1 ist ein G-Zusammen-
hang nach obiger Definition mit einelementiger Indexmenge I. Genauso ist jedes A € Q1(0, g) ein
G-Zusammenhang auf O. O

Beispiel 13.3 Sei
Up:=R3\ {(070,x3) sl > 0} und U, :=R3\ {(070,x3) sl < 0} .

Dann ist
Uy UU, = R®\ {0}

und
U NnUy = {(xl,x27:r3) eR3: (xl,x2) #* (0,0)} .

Wir definieren 19 : Uy N Uz — U(1) durch

b+ ix?
p12(2) 1= ——or
(x1)” + (22)
und setzen

i

A= =gy (#1de — oPdaT) € Q1T u())
1

A2 = m (q;lde — $2d$1) S Ql(U27u(1)) )

wobei wieder

P loll = /@) + @)+ (@)

Dann ist dadurch ein U(1)-Zusammenhang A = (A?) _, , auf R®\ {0} = U; U Uy gegeben. Um
dies einzusehen, miissen wir verifizieren, dass

i=1,

A? = 15 Alpra + 15 der
auf U; N Us. Es ist
—iz? (331 + im2)
((x1)2 . (x2)2)3/2 )
iz! (2! +iz?)

(@) + (22)?)

O1(p12)(7) =

O2(p12)(x) =

3/2
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und folglich

V(@) + (22)?
xl + ix?
i
= m (ajld$2 — Ile‘l)
= ﬁ (I’leC2 — xzdzl) .
re —\x

Ppdprs = (01(p12)da’ + Da(p12)da?)

Hiermit schliefen wir, dass

P12 A1z + 015 dprz = A' + 015 dera
i — i (a:ldxz — xdel)
r2— (z3)*  2r(r—a®)

i 1 1 17,2 211
=—= (r+x32r) (z'da® — 2*dz’)

3

o r— (
o —a23 2r (r+23)
=A%,

ztda? — xdel)

O

Den néchsten Satz geben wir ohne Beweis an. Er besagt, dass die Definitionen 3.1 und 13.1 fiir
O = R"” gleichbedeutend sind.

Satz 13.4 Ist A = (Ai)iel ein G-Zusammenhang auf R™, so existieren eine Form A € QYR g)
und zu jedem i € I eine glatte Abbildungen o; : U; — G derart, dass

A' =07 Ag; + 0, M doy
auf U;. O

Definition 13.5 Sei A = (Ai)iel ein G-Zusammenhang auf O. Die Krimmung von A ist die
Familie F4 = (FA’i)Z,eI gegeben durch

FA=dA"+ 5 [AL A € Q% (Ui 9) -

1
2
Satz 13.6 Sei A = (Ai)iel ein G-Zusammenhang auf O. Dann gilt

FA (o1, 09) = (i)~ FA (01, 09) 05i(2)
fiir alle x € U; NU; und vi,v2 € T,R™.
Beweis. Man gehe wie im Beweis von Satz 4.5(i) vor. O

Eine unmittelbare Konsequenz des letzten Satzes ist

Folgerung 13.7 Ist A = (Ai)iel ein U(1)-Zusammenhang auf O, so existiert eine eindeutig be-
stimmte Form Fa € Q%(O,u(1)) derart, dass

FA = Fy

auf U; fir alle i € 1. d
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Beispiel 13.8 Wir wollen jetzt die Kriimmung des U(1)-Zusammenhangs A = (A)._ , aus Bei-
spiel 13.3 berechnen. Es ist

FAT=dA!
— (a2 ) A (r'de? — 2?da) + —2dat A da?
2 r(r—a3) r(r—a3)

und
1 _ 1 .3
dT(T—fEB) - T2 (r _xg)Qd(r (T €T ))
1
— —W ((r—xB) dr—|—7‘(d7‘—dx3))
3 _
— 2r sdr + 1 2dx3.
r2 (r — x3) r(r—a3)
Weiter ist

dr A (mlde — xdel) = (wldml + 22da? + x3dm3) A (xlda:2 — £C2d331>

e R

((7"2 - (Jc3)2) dzt' A da? + 2223dat A da® — 2tadda® A dx3)
und . .

dz3 A (xlde — xzd:rz) = 22dz' Ada® — zlda® A da? .
Es folgt, dass

. 3_2
At = ! <M ((r2 — (m3)2) dz' A dz? + 2223dat A de® — 2t 23da? A dx?’)
1 231 3 17,2 3 2 1 2
+72(xd:r ANdx® — x dx /\dx)—i—igdx A dx
3) r(r—a3)

_i<<< —2r) (2 <>2)

2
+ 3 dzt A da?
3 (r — 23)? r(r—a3)

( 27")553 1 211 14.2
+< 2 + ) ) (*dz' Ada® — 2'de /\dx3)>

22dzt Ada? — 22dzt Ada? + 2tda? A dx?’) .

i
=53 (
Die Form Fy € Q?(R3\ {0},u(1)) laut Folgerung 13.7 ist in diesem Fall also

i
FA = ﬁ * d?"

und dies ist gerade die Form, durch die das Dirac-Monopol (vgl. Beispiel 10.3) beschrieben wird.
O

Wir wollen jetzt noch definieren, was ein G-Zusammenhang auf der Sphére
S"i={y eR": |y =1}

ist. Dazu verstehen wir S™ als diejenige glatte Mannigfaltigkeit, die aus der disjunkten Vereinigung
von Uy := R"™ und U := R™ durch Identifikation von Uy \ {0} mit U, \ {0} lédngs

x e U\ {0} — ®(z) := e Uz \ {0}

x
j?

entsteht.
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Definition 13.9 FEin G-Zusammenhang auf S™ besteht aus einem Paar (Al,AQ) von Formen
At € QY (R", g) und einer glatten Abbildung 12 : R™ \ {0} — G derart, dass

A% = o1 Alors + o1 dgr
auf R™\ {0}.
Beispiel 13.10 Wir identifizieren wieder R? mit C verméoge
(zl,x2) eR?—z=a2t4+iz?eC

und setzen
2. 1

C 201427
AuBerdem definieren wir @15 : C\ {0} — U(1) durch

Al =~ (2dz — zdz) € QY(C,u(1)) .

.

p12(z) =

wl

Dann ist (A', A?) zusammen mit 15 ein U(1)-Zusammenhang auf S2. Dazu miissen wir zeigen,
dass

DA% = o1y Alpia + 1y dr
auf C\ {0}. Wir berechnen, dass

1 z z z z
PrA2= [ Fgq*  F g%
2(14-|Z|‘2)<Z|2 1212 |z2]? |Z|2)
1
S T AN
2(1+1z?) z z
1 1 1
= (-Zdz+zdz
2<1+|z|2>< PR >

1

- (xdz-d
P ) P )

und

1 zZ .z z (1 z 1
—1 2 _ o
d = ——d =_"d2=21(Zdz— =dz ) =— dz — 3dz2) .
1z 412 2%, (#12) 2z z z (z T Z) 2|z|2(z 7-2d2)
Folglich ist
2 Alois + 15 de1s = Al + o ders
1 1 1 o
=3 <1+||2 - ,2) (2dz — 2d2)
1
e — d_ — _d
2|Z|2(1+|Z|2)(Z Z-ads)
= d* A% .

O

Definition 13.11 Sei A = (Al,A2) ein G-Zusammenhang auf S™. Die Krimmung von A ist
das Paar F4 = (FA>1,FA72) mit

FAT .= dA" + % (A" A'] € Q*(R",g) .
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Satz 13.12 Sei A = (Al,AZ) ein G-Zusammenhang auf S™. Dann gilt
O FA2 = o FA4 g
auf R™\ {0}.
Beweis. Man verfahre wiederum analog zum Beweis von Satz 4.5(i). O

Beispiel 13.13 Fiir die Kriimmung des U(1)-Zusammenhangs A = (AI,AZ) auf S? aus Bei-
spiel 13.10 haben wir

FAT=dA!

1 1 2
= ((d—— Az — 2dz) + ———dz A dz
2(( 1+|Z|2>/\(zz zz)+1+|z|2 z A\ z)

1 1 2
=—| ———(2dz+ zdz) A (2dZ — z2dz) + ————=dz A dZz
2( TENFEE I I TTRp )
2
1
:—LQdZ/\dZ-F ———dzAdz
(1+ |2]2) 1+ |z]

1
= ———=dzAdz
(1+12%)
9
= —712dx1 A daz?
(1 +1z[?)
und folglich

9i
FA2 = 712dx1 Adz? .
(L+ [z[?)
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