Liesche Gruppen und homogene Rdume

Lutz Habermann

Einfiihrung

Liesche Gruppen' treten typischerweise als Symmetriegruppen auf, d.h. als Gruppen von Abbil-
dungen, unter denen ein Objekt oder eine Eigenschaft erhalten bleibt.

Beispiel 0.1 Wir betrachten das Rechteck R := [-2,2] x [-1,1] in R? = {(x,y) : ,y € R}. Die
Menge G aller lingentreuen linearen Abbildungen, also orthogonalen Transformationen A : R? —
R? mit A(R) = R besitzt genau 4 Elemente, némlich:

e die Identitét id,

e —id, was geometrisch sowohl die Spiegelung am Nullpunkt als auch die Drehung um 7 ist,
e die Spiegelung S, an der z-Achse und

e die Spiegelung S, an der y-Achse.

Dabei gilt
Sz 08y, =8,08,=id,
Sy 08y =8,08,=-id,
Sz o(—id) = —idoS; =5, ,
Syo(—id) = —idoS, = 5, .

Demnach ist Gg eine endliche abelsche Gruppe und durch

e(id) :== (0,0) , @(=id) :==(1,1), »(Sz):=(1,0), ¢(Sy):=(0,1)
ist ein Isomorphismus ¢ : Gg — Zo @ Zy definiert.

Die Gestalt der Symmetriegruppe eines geometrischen Objektes hingt natiirlich auch davon ab, was
fiir Abbildungen man zulésst. Schrankt man sich z.B. auf die orientierungserhaltenden orthogonalen
Transformationen ein, so bleiben als Symmetrien nur id und —id iibrig. Sucht man hingegen
allgemeine lineare Abbildungen A : R? — R? mit A(R) = R, so findet man auch die Abbildung

Az, y) = (2y,2/2)

als eine solche Symmetrie. 0

Beispiel 0.2 Sei Q das Quadrat [—1,1]> C R?. Die Gruppe G aller orthogonalen Transforma-
tionen A : R? — R? mit A(Q) = Q ist

{1d7 71(‘17 DTI'/27 D37r/2a Sx, Sya S+7 S—} s

wobei D /5 und D3,/ die Drehungen um 7/2 bzw. 37/2 sind und S und S_ die Spiegelungen an
r =y bzw. x = —y bezeichnen. Damit gilt G g Gg. Aulerdem ist, im Gegensatz zur Situation
fiir das Rechteck R, jede lineare Abbildung A : R?* — R? mit A(Q) = Q ein Element von Gg. O

Ibenannt nach dem norwegischen Mathematiker Sophus Lie (1842-1899)



Die Gruppen G'r und G¢ sind Beispiele fiir diskrete, d.h. nulldimensionale Liesche Gruppen. Wir
interessieren uns hier aber vor allem fiir kontinuierliche Gruppen, also Gruppen, deren Elemente
stetige Scharen bilden. Auch solche Gruppen kénnen als Symmetriegruppen von geometrischen
Objekten auftreten.

Beispiel 0.3 Wir betrachten die n-dimensionale Sphére
Sti={¢eR" ¢ =1} .

Die Menge aller linearen Abbildungen A : R"™t — R**! mit A(S™) = S™ ist die Gruppe aller

orthogonalen Transformationen von R"*!. Diese Gruppe hat die Dimension w d

Im Folgenden sollen weitere Beispiele fiir Liesche Gruppen angegeben werden. Dazu verstehen
wir die Menge der lineare Abbildungen A : R — R”™ als den Vektorraum M (n,R) der reellen
n X n-Matrizen. Die allgemeine lineare Gruppe ist dann

GL(n,R) := {4 € M(n,R) : det(A) # 0} .
Deren Untergruppe
GLi(n,R):={A € M(n,R) : det(A4) > 0}

ist die Gruppe der orientierungserhaltenden linearen Transformation von R™. Die spezielle lineare
Gruppe ist
SL(n,R) :={A € M(n,R) : det(A) =1} .

Die letzte Gruppe kann auch folgendermafien beschrieben werden. Ist {vy,...,v,} eine Basis von
R™, so sei P(vy,...,v,) C R™ das von vy, ..., v, aufgespannte Parallelepiped. Dann ist SL(n,R)
die Gruppe aller orientierungserhaltenden linearen Transformationen A : R™ — R™ mit

vol(P(Avy,...,Av,)) = vol(P(vi,...,vy))
fiir alle Basen {vy,...,v,} von R". Die orthogonale Gruppe ist
O(n):={AecMn,R): ATA=1,}.

Dabei bezeichnet 1,, die n x n-Einheitsmatrix. Bekanntlich ist O(n) die Gruppe der orthogonalen
Transformationen von R"™, d.h. die Gruppe aller linearen Abbildungen A : R" — R"™ mit

(Av, Aw) = (v, w)

fiir alle v,w € R™, wobei (, ) das iibliche Skalarprodukt in R™ ist. Die Gruppe der orientierungs-
erhaltenden orthogonalen Transformationen ist die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n) := O(n) NSL(n,R) .
Alle oben angegebenen Gruppen sind Beispiele fiir Liesche Gruppen. Dabei ist

dim GL(n,R) = dim GL, (n,R) = n?,
dimSL(n,R) =n? — 1,
nin —1)

dim O(n) = dim SO(n) = 5

Neben Lieschen Gruppen endlicher Dimension betrachet man auch unendlichdimensionale Liesche
Gruppen. Wichtige Beispiele dafiir sind die Gruppe aller Diffeomorphismen einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit oder Gruppen von Eichtransformationen, wie sie in der Physik auftreten. Solche
Gruppen sollen hier aber keine Rolle spielen.



Wenden wir uns nun der Frage zu, was man sich unter einem homogenen Raum vorstellen kann.
Die Bezeichnung legt nahe, dass es sich dabei um ein Gebilde (genauer eine differenzierbare Man-
nigfaltigkeit) handelt, dass in jedem Punkt gleichartig aussieht. Offensichtlich ist die Sphére S™ ein
solcher Raum. Die Homogenitdt von S™ kann man wie folgt sehen. Sind &7, &> zwei Punkte auf S,
so gibt es ein A € O(n + 1) (d.h. eine lineare Transformation von R**1 mit A(S™) = S™) derart,
dass & = A&;.

Um den Begriff der Homogenitét allgemein zu fassen, benétigen wir die folgende Definition.

Definition 0.4 Sei M eine nichtleere Menge, sei G eine Gruppe und bezeichne e das neutrale
Element von G. Eine G-Wirkung auf M ist eine Abbildung

(9.p) EGXxM—gpeM
derart, dass

(a) ep =p fiir allep € M und
(b) (gh)p = g(hp) fir alle g,h € G undp € M.

Man sagt dann auch, dass die Gruppe G auf M wirkt bzw. operiert. Eine G-Wirkung auf M
heifit transitiv <= Fiir alle p,q € M existiert ein g € G mit ¢ = gp.

Ist G eine Liesche Gruppe und M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und operiert G transitiv
und glatt auf M, so nennt man das Paar (M,G), zusammen mit der G-Wirkung auf M, einen
homogenen Raum oder auch Kleinschen Raum.

Beispiel 0.5 Offensichtlich operieren Gr, Gg und O(n + 1) auf R, @ bzw. S™. Die ersten beiden
Wirkungen sind nicht transitiv. Dagegen ist (5™, O(n + 1)) ein homogener Raum. O

Beispiel 0.6 Die Gruppe GL(n,R) wirkt in {iblicher Weise auf R™. Diese Wirkung ist nicht tran-
sitiv, denn fiir alle A € GL(n,R) ist A0 = 0. Die Wirkung von GL(n,R) auf R™\ {0} ist dagegen
transitiv. d

Beispiel 0.7 Die affine Gruppe von R” ist Aff(n,R) := GL(n,R) x R™. Dabei entspricht (A4, v) €
Aff(n,R) der affinen Transformation

EER" — A+ v.

Die Multiplikation in Aff(n,R) ist nun gerade so festgelegt, dass man eine Aff(n,R)-Wirkung auf
R™ erhélt. Sind also (A,v), (B,w) € Aff(n,R) und ist (C,u) = (A,v) - (B, w), so soll

ABE4+w)+v=C{+u
fiir alle £ € R™ gelten. Folglich ist
(A,v)-(B,w) = (AB,Aw +v) .

Wie man sofort sieht, wirkt Aff(n,R) transitiv auf R™. Das Gleiche gilt fiir die Untergruppe
O(n) x R™ C Aff(n,R) der euklidischen Transformationen des R™. Betten wir Aff(n,R) lings

o (2

in GL(n + 1,R) ein und identifizieren wir £ € R™ mit dem Spaltenvektor (f) € R so sind die
Multiplikation in Aff(n,R) und die Wirkung von Aff(n,R) auf R"™ durch die Multiplikation von
Matrizen gegeben. O



Beispiel 0.8 Die Galilei-Gruppe ist die Untergruppe von GL(5,R), die aus allen Matrizen der
Gestalt

1 0 a
A=|v D w
0 0 1

mit Spaltenvektoren v,w € R? a € R und D € SO(3) besteht. Diese Gruppe wirkt durch
A(t, &) = (t+a,DE+tv+w)

auf der nichtrelativistischen Raumzeit R x R3. Wegen A(0,0) = (a,w) ist diese Wirkung auch
transitiv. 0

Nach dem Kleinschen Erlanger Programm? ist eine Geometrie nichts anderes als ein homogener
Raum. Die zu untersuchenden geometrischen Eigenschaften sind dann gerade solche, die unter
der Gruppenwirkung invariant bleiben. Zum Beispiel sind die homogenen Riaume (R™, Aff(n,R)),
(R™,0(n) x R™) und (S™, O(n+1)) die affine, euklidische bzw. sphérische Geometrie. Analog kann
man die projektive, hyperbolische, konforme und symplektische Geometrie beschreiben.

Fiir viele Uberlegungen ist die konkrete Realisierung der Mannigfaltigkeit M nicht von Bedeu-
tung. Tatséchlich kann man M allein aus der Gruppenwirkung reproduzieren. Sei dazu (M, G) ein
homogener Raum und sei o € M fixiert. Wir setzen

H:={geG:go=o}.

Man sieht leicht, dass H eine abgeschlossene Untergruppe von G ist. Sei G/H der Faktorraum von
G nach der Untergruppe H. Die Elemente von G/H schreiben wir als [g] mit g € G. Dabei gilt
[91] = [g2] genau dann, wenn es ein h € H mit go = g1h gibt. Folglich ist

g e G/H— goe M
eine wohldefinierte Bijektion. Weiter kann man G/H so mit einer Differentialstruktur versehen,
dass diese Abbildung sogar ein Diffeomorphismus ist.

Ein weiterer zentraler Begriff dieser Vorlesung wird der Begriff der Lie-Algebra sein. Eine Lie-
Algebra ist, im Gegensatz zur Lieschen Gruppe, ein rein algebraisches Objekt. Zur Motivation
dieses Begriffes betrachten wir einen echten linearen Unterraum g C M (n,R). Sind X,Y € g, so
gilt i.Allg. nicht XY € g. Ist z.B. g die Menge aller schiefsymmetrischen n x n-Matrizen, also aller
X cgmit XT=—X, und sind X,Y € g, so gilt

XNT=yTXxT=vXx.

Ist also XY # —Y X, so ist XY ¢ g. Statt des Produktes XY kann man aber den Kommutator
[X,Y]:= XY — Y X nutzen. Hier hiitte man jetzt

X,V T=y"XT - XTyT =YX - XY = -[X,Y],

d.h. [X,Y] € g. Allgemein ist eine Lie-Algebra ein Vektorraum g mit einer bilinearen Abbildung
(X,Y) € g2 — [X,Y] € g, die gewissen Bedingungen geniigt. Beispiele fiir Unterriume von
M (n,R), die zusammen mit dem Kommutator [X,Y]:= XY — Y X eine Lie-Algebra bilden, sind
gl(n,R) :== M(n,R) ,
sl(n,R) :={X € M(n,R) : Tr(X) =0},
o(n):={XeMnR): X" =-X} .

Wir geben jetzt noch ein einfaches Beispiel dafiir an, wie in der Quantenphysik in natiirlicher Weise
Lie-Algebren auftreten.

21872 hielt Felix Klein (1849-1925) seine Antrittsvorlesung in Erlangen. Diese wurde unter dem Titel , Ver-
gleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen® verdffentlicht. Die darin formulierten Ideen zur
Systematisierung von Geometrien werden heute als Kleinsches Erlanger Programm bezeichnet.



Beispiel 0.9 Seien af und a}, die Erzeugungsoperatoren fiir ein Proton bzw. ein Neutron und seien
ap und a,, die entsprechenden Vernichtungsoperatoren. Fiir die Kommutatoren dieser Operatoren
wird vorausgesetzt, dass

[ap.a}] = [an,a}] = id,
[ap,ajl] = [an,a;;] =0,
0.

[ap, an] = [a;ﬂ, ail]

Sei g der von den Produkten a;f,an, aILap, a;f,ap und a] a, erzeugte Vektorraum. Dann wird g auch
von den Operatoren

N | T R ._ N | T
B = apap + a3an ,  To = Q40n , T = aLap T i= Ayap — Apan

erzeugt. Hierbei ist B der so genannte Teilchenzahloperator. Wir wollen einsehen, dass g zu-
sammen mit dem Kommutator von Operatoren eine Lie-Algebra ist. Zunéichst ist

|B, a;] = aLapaL + alanag - a;;a;ap - aLaLan = a;f, [ap, GH = a;f) .

Genauso sieht man
[B’ ajl] = aL ) [B7 ap] - *ap y [B,an] = —ay, .
Folglich ist
[B, a;an] = Balan - a;f,Ban + a},Ban - aLanB = [B, a;] an + a;[B, ap] = aLan - a;tan =0

und analog
[B7a;‘1ap} = [B,a;;ap] = [B,a;flan] =0.

Damit gilt
[B?T"r] = [BvT—] = [BaTO] =0.

Des Weiteren ist

[0, 74] = a;r,apa;gan — aLana;an - a;r)ana;ap + a;analan
. | T T T T T Tl
= a,0,0p0), — 4),0nQ)0n — G000, + Any, a0y,
= a;r)an [ap, a;;] + [an, aIL] a;f,an
= 2T+ )

[T0,7—] = aLapaILap —alayala, — aLapa;Lap +al ayala,

= a;f,apa;flap — alapanal, — apa;f,a};ap +al ayala,
= - [ap,aT] ala, — ala, [an, aL]

P
=—-27_,

[T4,7-] = a;r)analap — a;flapa;f,an
= a;f)anajlap - a;;ailanap - aLapaLan + aILaLapan
= a;r, [an, al] ap — al, [ap7a;f,] an

Also ist g tatsichlich eine Lie-Algebra. Aulerdem sehen wir, dass 74, 7— und 7y eine Unteralgebra
von g aufspannen. Diese Unteralgebra ist zur Lie-Algebra s[(2,R) isomorph. Fiir die Erzeugenden

0 1 00 1 0
X+::(0 0)’ X::(l o)’ X‘“:(o 1)

von s[(2,R) haben wir némlich die Relationen

[Xo, X4]=2X,, [Xo,X_]=-2X_, [X\ X_]=X,.



Zwischen Lieschen Gruppen und Lie-Algebren besteht ein enger Zusammenhang. So ist jeder Lie-
schen Gruppe genau eine Lie-Algebra zugeordnet. Zum Beispiel ist gl(n,R) die Lie-Algebra von
GL(n,R) und GL4(n,R), sl(n,R) die Lie-Algebra von SL(n,R) und o(n) die Lie-Algebra von
O(n) und SO(n). Umgekehrt gibt es zu jeder Lie-Algebra g bis auf Isomorphie genau eine einfach
zusammenhéngende Liesche Gruppe G, deren Lie-Algebra g ist.



1 Liesche Gruppen: Grundlegendes und Beispiele

In dieser Vorlesung verstehen wir unter einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit einen Hausdorfi-
Raum mit abzéhlbarer Basis und mit einem maximalen C°°-Atlas. Mit , glatt“ ist stets ,,von der
Klasse C*°* gemeint.

Definition 1.1 Fine Gruppe G heifit Liesche Gruppe <= G ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit und die Abbildungen (g,h) € GXxG — gh € G und g € G — g~ € G sind differenzierbar.

Bemerkung 1.2 Die Glattheit von (g, h) — gh und g — g~! ist zur Glattheit von (g, h) — gh™!
dquivalent. O

Definition 1.3 Sei G eine Liesche Gruppe und sei g € G. Dann heiffen die Abbildungen
Ly:aceG—gacG, Rj:a€G—ageG und ag:aEGHgagfleG
Linkstranslation, Rechtstranslation bzw. innerer Automorphismus zu g.

Nach Definition 1.1 sind die Abbildungen L,, Ry und o4 glatt. Offensichtlich ist oy = Ly 0 Ry-1.

Bezeichne e das Einselement von G.

Satz 1.4 Fiir alle g,h € G gilt:

(1) Lgh = Lg o Lh, Rgh = Rh o Rg, Qgp = Qg O Qp,.
(ii) Lg—l = Lg_l, Rg—l = Rgl, Qg-1 = Oég_l.
(iii) Lyo Ry = Rp o L.
Beweis. (i) Es ist
agn(a) = gha(gh)™! = ghah™'g~! = q, (hah_l) = ag(ap(a)) .
Die beiden anderen Gleichungen zeigt man genauso.
(ii) Das folgt aus (i) und L. = Re = a. = idg.

(iii) Das ist gerade die Assoziativitéit der Gruppenoperation. O

Folglich sind Ly, R, und o Diffeomorphismen.

Beispiel 1.5 Jeder endlichdimensionale Vektorraum E' ist mit der Operation
(v, w)EEXE—v4+weE

eine abelsche Liesche Gruppe. O

Beispiel 1.6 Jede Gruppe versehen mit der diskreten Topologie ist eine nulldimensionale Liesche
Gruppe. O

Beispiel 1.7 Sei T := R™/Z™, d.h. T™ := R™/~, wobei die Aquivalenrelation ~ auf R™ da-
durch definiert ist, dass & ~ & genau dann gilt, wenn £ —¢' € Z™. Sei T™ mit der Quotiententopolo-
gie versehen. Wir geben T™ wie folgt eine differenzierbare Struktur. Sei V = (a1, b1) X+ - X (@m, bm)
mit b; —a; < 1 und sei ¢ : V. — T™ durch (&) := [£] gegeben. Dabei bezeichnet [¢] die Aqui-
valenzklasse von £. Dann ist (U, z) mit U := ¢(V) und x := ¢p~! : U — V eine Karte von T™.



Sind (U3, 1) und (Us, x2) zwei solche Karten und ist Uy NUs # (), so existiert zu jeder Zusammen-
hangskomponente Vj von zo(U; N Us) ein ¢ € Z™ mit

mloxz_l(g) =4+ (¢ furalle £€Vj.
Folglich bilden diese Karten einen C'*°-Atlas von T™. Indem wir 7™ mit der Operation
(L[] €T xT™ = [g+ ] eT™

versehen, erhalten wir eine abelsche Liesche Gruppe. Diese Gruppe wird m-dimensionaler Torus
genannt. 0

Sei M (n,K) der Raum der nxn-Matrizen mit Koeffizienten in K = R, C. Wir identifizieren M (n, K)
. n2 2n2 . . . .
mit R™ bzw. R“™ . Dann ist die allgemeine lineare Gruppe

GL(n,K) := {M(n,K) : det(A) # 0}

als offene Teilmenge von M (n,K) eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Satz 1.8 GL(n,K) ist eine Liesche Gruppe.

Beweis. Zu zeigen ist, dass die Abbildungen (A4, B) € GL(n,K) x GL(n,K) — AB € GL(n,K) und
A € GL(n,K) — A~! € GL(n,K) glatt sind. Fiir die erste Abbildung ist das sofort klar. Fiir die
zweite Abbildung folgt das mittels Cramerscher Regel. g

Folgerung 1.9 Fir jeden endlichdimensionalen Vektorraum E ist die Gruppe GL(E) der inver-
tierbaren Endomorphismen von E eine Liesche Gruppe. O

Folgerung 1.10 Die affine Gruppe von E, d.h. Aff(E) := GL(FE) x E mit der Multiplikation
(A,v)-(B,w):= (AB, Aw + V)

ist eine Liesche Gruppe. 0
Bevor wir das néchste Beispiel angeben, erinnern wir an die folgenden Sachverhalte.

Definition 1.11 Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei k €
{0,...,m}. Fine Teilmenge My von M heifit k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M
<= Zu jedem py € My existiert eine Karte (U, xz) von M uwm py mit der Eigenschaft, dass

z(U N M) = z(U) N (RF x {0}) .

Satz 1.12 Sei My eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M und sei My mit der Relativ-
topologie versehen. Ist (U, x) wie in Definition 1.11, so ist (U N Mo, (xl, .. .,xk)) eine Karte von
My. Das System aller dieser Karten ist ein C*°-Atlas von M. O

Eine Untermannigfaltigkeit einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit ist also selbst eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit.

Satz 1.13 Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten der Dimension m bzw. n, sei m >
n, sei ® € C°(M,N), sei qo € N fiziert und sei My := {p € M : ®(p) = q} # 0. Gilt
rang(D®|,) = n fir alle p € My, so ist My eine (m — n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von
M. Auflerdem ist

T,My = {v € T,M : D®|,(v) = 0} .



Satz 1.14 Seien My und Ny Untermannigfaltigkeiten von M bzw. N und sei ® € C°(M,N)
derart, dass ®(My) C No. Dann ist D¢ := CI)|MO € C°(Moy, Ny) fir alle p € My gilt D®y|, = D®|,.

Beweis. Dass ®( glatt ist, leitet man einfach aus Definition 1.11 und Satz 1.12 ab. Auch der zweite
Teil der Behauptung ist leicht zu sehen. Ist ndmlich v € T My und ist v eine glatte Kurve auf M,
mit 4(0) = v, so gilt

D, (v) = (20 ©7)'(0) = (€ ©7)'(0) = DL, (v) .

Beispiel 1.15 Wir zeigen, dass die spezielle lineare Gruppe
SL(n,R) :={A € M(n,R) : det(A) = 1}

eine Liesche Gruppe ist. Sei ® : GL(n,R) — R durch ®(A) := det(A) definiert. Da det(A) =
det(as,...,an) eine n-lineare Abbildung in den Spalten aq,...,a, von A ist, ist ® glatt und

D®|4(B) = det(by,aq,...,a,) + det(a1, be,a3,...,a,) + -+ +det(ar,...,an-1,bn) ,
wobei by, ...,b, die Spalten von B € M(n,R) = T4GL(n,R) sind. Insbesondere ist
D®|4(A) = ndet(A) .

Fiir alle A € GL(n,R) ist folglich D®4(A) # 0 und somit rang(D®,4) = 1. Das impliziert
nach Satz 1.13, dass SL(n,R) eine Untermannigfaltigkeit von GL(n,R) ist. Weiter erhilt man
mittels Satz 1.14, dass die Abbildungen (A, B) € SL(n,R) x SL(n,R) — AB € SL(n,R) und
A € SL(n,R) — A~! € SL(n, R) glatt sind. Also ist SL(n,R) tatsichlich eine Liesche Gruppe und
dim SL(n,R) = n? — 1.

Analog zeigt man, dass SL(n, C) eine Liesche Gruppe der (reellen) Dimension 2 (n? — 1) ist. O
Bezeichne 1,, die Einheitsmatrix in M (n, K).

Beispiel 1.16 Die orthogonale Gruppe

O(n) :=={Ae M(n,R): ATA=1,} C GL(n,R)
ist eine Liesche Gruppe. Um dies einzusehen, betrachten wir die Abbildung

®: GL(n,R) — S(n,R), ®(A):=ATA,
wobei S(n,R) der Raum der symmetrischen reellen n x n-Matrizen ist, d.h.
S(n,R) :={B € M(n,R): B" =B} .
Fiir A € GL(n,R) und B € M(n,R) gilt
D®|4(B)=BTA+ A"B.

Ist also A € O(n), so ist

D®|4(AB)=BY + B=2B fir B¢< S(n,R)
und somit D®|4 : M(n,R) — S(n,R) surjektiv. Mit den Sétzen 1.13 und 1.14 folgt nun die
gewiinschte Aussage. Wegen dim S(n,R) = (n? +n) /2 gilt

2_n2—|—n n(n —1)

2 2

dimO(n) =n

AuBlerdem ist die spezielle orthogonale Gruppe SO(n) := O(n) N SL(n,R) als eine Untergrup-
pe und Zusammenhangskomponente von O(n) ebenfalls eine Liesche Gruppe und dim SO(n) =
dim O(n) =n(n —1)/2. O



Beispiel 1.17 Die unitidre Gruppe
U(n) :=={A € M(n,C): ATA=1,} C GL(n,C)
ist eine Liesche Gruppe. Zum Beweis betrachte man hier die Abbildung
®: M(n,C) — H(n), ®A):=A"A,

und verfahre wie in den Beispielen 1.15 und 1.16. Dabei ist H(n) der reelle Vektorraum der her-
miteschen n x n-Matrizen, d.h.

H(n):={B € M(n,C): B" =B} .
Da dim H(n) = n?, ist dim U(n) = n%. Offenbar ist U(1) = {z € C : |2]| = 1}. O

Genauso kann man zeigen, dass die spezielle unitire Gruppe SU(n) := U(n) N SL(n,C), die
symplektische Gruppe Sp(n,R) := {A € M(2n,R): ATJ, A= Jn}, wobei

0o -1,
J, = (171 0 ) € GL(2n,R) ,

die pseudoorthogonale Gruppe O(m, k) := {A € M(m+kR): AT1,, ;A= Im,k}, wobei
T = (16“ _01k> € GL(m + k,R) ,
und die spezielle pseudoorthogonale Gruppe SO(m, k) := O(m, k) N SL(m + k,R) Liesche
Gruppen sind. Dabei gilt
dimSU(n) =dimU(n) =1 =n% -1,
dim Sp(n,R) = 2n? +n,
m+k)(m+k—1)
2

Offensichtlich ist O(n,0) = O(0,n) = O(n) und entsprechend SO(n,0) = SO(0,n) = SO(n). Die
Gruppe O(3,1) wird auch Lorentz-Gruppe genannt.

dim SO(m, k) = dim O(m, k) = (

Bemerkung 1.18 Die Gruppen 7™, GL(n,C), SL(n,K), U(n), SO(n), SU(n) und Sp(n,R) sind
zusammenhingend. Die Gruppen GL(n,R) und O(n) haben genau zwei Zusammenhangskompo-
nenten. Ist m,k > 1, so besitzt O(m, k) genau vier und SO(m, k) genau zwei Zusammenhangskom-
ponenten. Die Gruppen T, O(n), SO(n), U(n) und SU(n) sind kompakt. Dagegen sind GL(n, K),
SL(n,K) und Sp(n, R) nicht kompakt. Das Gleiche gilt fiir O(m, k) und SO(m, k) mit m,k > 1. O

Wir wollen die Gruppen SU(2) und SL(2,R) noch etwas genauer betrachten.

Satz 1.19 FEs ist

SU(2) = {(Zl _22) 121,22 € C und |zl|2 + |,22|2 = 1}.

Z2 2

Insbesondere ist SU(2) diffeomorph zur dreidimensionalen Sphire S3.
Beweis. Sei

22 Z4

A= (Zl Z3> €SU(2) .

Die Bedingung A € U(2) besagt, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C2? beziiglich
des tiblichen Skalarproduktes bilden. Folglich gibt es ein z € C mit

()= ()

Da auBlerdem det(A) =1, ist z = 1. O

10



Satz 1.20 Sei D(2) C SL(2,R) die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit positiver Diago-

nale} d.h.
. 0 / . a/, una a .

Dann gilt SL(2,R) = SO(2)D(2). Damit ist gemeint, dass zu jedem A € SL(2,R) eindeutig be-
stimmte Matrizen B € SO(2) und C' € D(2) mit A = BC existieren. Insbesondere ist SL(2,R) zu
SO(2) x D(2) und damit zu S* x R? diffeomorph.

Beweis. Sei A € SL(2,R) und sei v € R? die erste Spalte von A. Dann gibt es genau ein By € SO(2)

derart, dass
a
BOV = <0>

fiir ein @ > 0. Da auch ByA € SL(2,R), ist dann C' := ByA € D(2) und A = By 'C ist die
gewiinschte Zerlegung. O

Bemerkung 1.21 Eine einfache Rechnung zeigt, dass SL(2,R) = Sp(1,R). O
Offensichtlich gilt

Satz 1.22 Sind G und H Liesche Gruppen, so ist G x H mit der Operation

(g1, h1) - (g2, h2) = (9192, h1h2)

ebenfalls eine Liesche Gruppe. 0
In den folgenden Satzen sind topologische Eigenschaften von Lieschen Gruppen beschrieben.

Satz 1.23 Jede Liesche Gruppe G ist requldr, d.h. zu jedem g € G und zu jeder abgeschlossenen
Menge FF C G mit g ¢ F existieren offene Mengen UV C G mitge U, FCV und UNV = 0.

Beweis. Seien g und F' wie oben angegeben. Indem wir andernfalls L,—1 anwenden, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass g = e. Alsoist G\ F offenund e € G\F.Da ® : (g1,92) € GxG +— g1g; " €
G insbesondere stetig ist, existieren offene Umgebungen Uy, Us von e mit ®(U; x Us) € G\ F.
Wir setzen U := Uy N Us. Dann ist auch U eine offene Umgebung von e und ®(U x U) C G\ F.
Fiir jedes h € F gilt U N Ly(U) = (. Andernfalls gébe es ein h € F und a1,as € U mit a1 = has.
Hieraus wiirde h = aja; " € ®(U x U) N F folgen, was aber ein Widerspruch zu ®(U x U)NF = ()

wire. Da U offen ist, ist auch jedes Ly (U) und somit auch V := |J L,(U) offen. Die Mengen U
heF
und V leisten jetzt das Verlangte. O

Satz 1.24 Jede offene Untergruppe einer Lieschen Gruppe ist auch abgeschlossen.

Beweis. Sei G eine Liesche Gruppe und sei H eine Untergruppe von G. Dann ist

G\H= ] LyH).
geG\H

Ist H offen, so ist auch L,(H) offen, also auch G \ H. Das heifit, H ist abgeschlossen. O

Ist GG eine Liesche Gruppe, so bezeichne G die Zusammenhangskomponente des neutralen Elements
e. Das heifit, Gy ist die Vereinigung aller zusammenhéngenden Mengen V C G mit e € V.

Satz 1.25 Fir jede Liesche Gruppe G ist Gy eine offene Untergruppe und ein Normalteiler.

11



Beweis. Sei h € Gy. Da Rj-1 stetig und G zusammenhiingend ist, ist auch Goh™! = R;,-1(Gp)
zusammenhiingend. Auflerdem ist e = hh™! € Goh~!. Folglich ist Goh~! C Gy. Damit ist gezeigt,
dass Gy eine Untergruppe ist. Sei g € G. Da ay stetig ist, ist gGog~! = a,(Go) zusammenhéngend.
AuBerdem ist e = geg~! € gGog~!. Es folgt gGog~' C Gy. Also ist G auch ein Normalteiler. Wir
miissen noch zeigen, dass G offen ist. Da G eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, gibt es eine
zusammenhédngende offene Umgebung V' von e. Fiir diese gilt V' C Go. Weil G eine Untergruppe

ist, gilt weiter L,(V) C Gy fiir alle g € Gy. Folglich ist Go = |J Lgy(V). Da alle L, (V) offen sind,
g€Go
ist damit auch Gy offen. O

Fiir eine Teilmenge V einer Lieschen Gruppe G setzen wir

Vvl= {gflngV} und V" :={q1g2- - gn:91,---,9n € V}.

Satz 1.26 Sei G eine zusammenhdngende Liesche Gruppe und sei V' eine offene Umgebung von
o0
e. Dann gilt G = |J V™.

n=1

o0 o0
Beweis. Wir setzen W := VNV~ und H := |J W". Wegen W C Vist H C |J V™. Also geniigt
n=1 n=1
es zu zeigen, dass H = G. Da W = W', ist H eine Untergruppe von G. Diese Untergruppe ist
offen. Dafiir geniigt es zu verifizieren, dass W™ fiir jedes n € N offen ist. Dies zeigen wir induktiv.
Die Offenheit von W! = W erhalten wir aus der Offenheit von V und V1. Ist W™ offen, so ist

Ly(W™) fiir jedes g € W offen und demnach auch W™t = |J L,(W™). Als offene Untergruppe
gewW
von G ist H nach Satz 1.24 auch abgeschlossen. Weil G zusammenhéngend ist, folgt H = G. O

Bemerkung 1.27 Eine Gruppe G heifit topologische Gruppe, falls G ein topologischer Raum
ist und die Abbildungen (g,h) € GxG + gh € Gund g € G +— g~! € G stetig sind. Die Siitze 1.23,
1.24 und 1.26 gelten genauso fiir topologische Gruppen. Auch ist die Zusammenhangskomponente
des neutralen Elements einer topologischen Gruppe wieder ein Normalteiler. Dieser muss aber nicht
notwendig offen sein. O

Definition 1.28 Seien G und H Liesche Gruppen.

(i) Eine Abbildung ® : G — H heifit Lie-Gruppen-Homomorphismus <= ® ist glatt und
ein Gruppenhomomorphismus, d.h. ®(g1 - g2) = ®(g1) - P(g2) fiir alle g1,92 € G.

(ii) Ein Lie-Gruppen-Homomorphismus ® : G — H heifit Lie-Gruppen-Isomorphismus <
D ist ein Diffeomorphismus.

(iii) Die Lieschen Gruppen G und H heifflen isomorph :<= Fs existiert ein Lie-Gruppen-
Isomorphismus ® : G — H.

Beispiel 1.29 Die Abbildungen det : GL(n,K) — GL(1,K) = K* := K\ {0} und ¢t € R
[tai,... tay,] € T™ fir ein (aq,...,a;,) € R™ sind Lie-Gruppen-Homomorphismen. O

Beispiel 1.30 Die Abbildungen ([&1],...,[6n]) € (TY)™" = [&,...,&n] € T™ und [¢] € T
e?™¢ € U(1) sind Lie-Gruppen-Isomorphismen genauso wie

zeU(l) — (fiﬁg; }igé?) €50(2) .

Folglich sind (Tl)m und T™ sowie T, U(1) und SO(2) isomorph. O

12



Beispiel 1.31 Durch

2Im(z122)  Re(2f+23) Im (2% — 23)

. 21> — |22/ 2Im(21Z)  —2Re(z1%)
o5 )
2Re(z122) —Im (2§ 4+ 23) Re(zf —23)

ist ein Lie-Gruppen-Homomorphismus ® : SU(2) — SO(3) definiert. Dabei ist Ker & = {+15}. O

Definition 1.32 FEine Untergruppe H einer Lieschen Gruppe G heifit eine Liesche Untergrup-
pe von G :<= H ist eine Untermannigfaltigkeit von G.

Beispiel 1.33 Die Gruppen SL(n,R) und O(n) sind Liesche Untergruppen von GL(n,R). Die
Gruppen SL(n, C) und U(n) sind Liesche Untergruppen von GL(n, C). Die Gruppen SO(n), SU(n)
und Sp(n, R) sind Liesche Untergruppen von SL(n,R), SL(n, C) bzw. SL(2n,R). Des Weiteren sind
O(m, k) bzw. SO(m, k) Liesche Untergruppen von GL(m + k,R) bzw. SL(m + k,R). Die Gruppe
Sp(n,R) N O(2n) ist eine Liesche Untergruppe sowohl von Sp(n,R) als auch von O(2n) und zu
U(n) isomorph. O

Beispiel 1.34 Sei a € R und sei
T, = {[t,ta) e T?> : t eR} .

Dann ist T, eine Untergruppe von T2. Diese Untergruppe ist genau dann eine Liesche Untergruppe
von T2, wenn a € Q. O
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2 Die Lie-Algebra einer Lieschen Gruppe

Definition 2.1 FEine Lie-Algebra ist ein K- Vektorraum a versehen mit einer Abbildung
[,]:(v1,v2) €axar v, €a,
welche die folgenden Eigenschaften hat.
(a) Fir alle v1,vs € a ist [v1,v2] = —[ve, v1].
(b) Fiir alle v1,v9,v3 € a und alle A1, Aa € K ist [A\v1 + Aava, v3] = Aq[v1, v3] + Aa[ve, v3].
(c) Jacobi-Identitét: Fir alle vi,vq,v3 € a ist [[v1,v2], v3] + [[v2, V3], v1] + [[vs, v1], v2] = 0.

Die Abbildung | , ] wird dann die Lie-Klammer oder das Lie-Produkt von a genannt.

Beispiel 2.2 Der R? ist zusammen mit [v1,v2] := v1 X vy, wobei v; X vy das Vektorprodukt von
v1 und vy bezeichnet, eine Lie-Algebra. O

Beispiel 2.3 Jede assoziative Algebra a ist zuammen mit [v1, ve] := vy -v9 —vg-v; eine Lie-Algebra.
Insbesondere ist M (n,K) mit [A, B] := AB — BA eine Lie-Algebra. O

Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und bezeichne X(M) den Raum aller glatten Vek-
torfelder auf M. Ist f € C°(M) := C°(M,R) und X € X(M), so sei X(f) € C®(M) die
Richtungsableitung von f in Richtung X, d.h.

X(f)p) =dflp(X(p) fir peM.

Definition 2.4 Der Kommutator zweier Vektorfelder X, Y € X(M) ist das durch
X, Y](f) = X(Y(f)) = Y(X(f)) fiir alle f e C=(M)
bestimmte Vektorfeld [X,Y] € X(M).

Bekanntlich gilt

Satz 2.5 (i) Der R-Vektorraum X(M) ist zusammen mit dem Kommutator eine Lie-Algebra.

(il) Fir alle X,Y € X(M) und f € C(M) ist [fX,Y] = f[X,Y] - V() X. m

Satz 2.6 Sei My eine Untermannigfaltigkeit von M und seien X,Y € X(M) derart, dass die
Einschrinkungen Xg 1= X|M0 und Yy 1= Y‘Mo Vektorfelder auf My sind. Dann sind X und Yy

glatt und [Xo,Yy] = [X, Y”MO' i

Sei auch N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Ist ® : M — N ein Diffeomeorphismus und ist
X € X(M), so ist ®,X € X(N) durch

(9.X)(®(p) = DB, (X(p)) fir pe M

definiert. Eine Verallgemeinerung des néchsten Satzes werden wir weiter unten beweisen (vgl.

Satz 2.26).

Satz 2.7 Sei ®: M — N ein Diffeomorphismus und seien X,Y € X(M). Dann ist

3,[X,Y] = [0, X,0,Y].
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Sei G eine Liesche Gruppe.

Definition 2.8 (i) PEin Vektorfeld X auf G heifit linksinvariant ;<= Es gilt (Ly). X = X fir
alle g € G, d.h
X(gh) =DLy|(X(h)) firalle g,heG.

(ii) X heifit rechtsinvariant :<= Es gilt (Ry).X = X fiir alle g € G, d.h.

X (hg) = DRy|n(X(h)) fir alle g,heG.

Den Vektorraum der linksinvarianten Vektorfelder auf G bezeichnen wir mit X%(G). AuBerdem
setzen wir g := T.G.

Satz 2.9 Die Vektorraume X¢(G) und g sind kanonisch isomorph.

Beweis. Die Abbildung X € X9(GQ) — X(e) € g ist offensichtlich linear. Wir zeigen, dass diese
Abbildung umkehrbar ist. Sei v € g. Wir definieren ein Vektorfeld X auf G durch X (g) := DLyl (v).
Dann ist X (e) = v. AuBerdem ist X € X%(G), denn

X(gh) = DLgn|e(v) = DLg|n(DLplc(v)) = DLg|[n(X (h)) -

Satz 2.10 (i) EBs ist X9 (G) C X(G), d.h. jedes linksinvariante Vektorfeld auf G ist glatt.
(ii) Sind X,Y € X9(Q), so ist auch [X,Y] € XE(G).
Beweis. (1) Sei X € X9(@). Dann gilt X(g) = DL,|.(X(e)) fiir alle g € G. Sei v : I — G eine

glatte Kurve auf G mit 4(0) = X(e) und sei ® : G x I — G durch ®(g,t) := gy(t) definiert. Da
die Gruppenoperation glatt ist, ist auch ® glatt. Damit ist auch

a—(p GxI—-TG,
ot
also insbesondere 9%
9€ G 5-(9,0) = X(9) € TG

glatt.
(ii) Seien X,Y € X%(G) und sei g € G. Nach Satz 2.7 ist dann

(Lg)«[X, Y] = [(Lg)+ X, (Lg)- Y] = [X, Y]

Aus den Sitzen 2.9 und 2.10 folgt, dass durch
[X(e),Y(e)] = [X,Y](e) fir X,Y e€X9Q) (2.1)

eine Lie-Klammer auf g definiert ist.

Definition 2.11 Der reelle Vektorraum g versehen mit der durch (2.1) definierten Lie-Klammer
wird die Lie-Algebra der Lieschen Gruppe G genannt.

Satz 2.12 Die Lie-Algebra gl(n,K) der Lieschen Gruppe GL(n,K) stimmt mit der Lie-Algebra
M (n,K) dberein.
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Beweis. Da GL(n,K) eine offene Teilmenge von M (n,K) ist, konnen wir den Tangentialraum
T4GL(n,K) fiir jedes A € GL(n,K) mit dem Vektorraum M (n,K) identifizieren. Seien By, By €
M (n,K) und seien X;, X5 die linksinvarianten Vektorfelder auf GL(n,K) mit X;(1,) = B;. Au-
Berdem sei L : M(n,K) — R linear und f := L|GL(n_K) € C*°(GL(n,K)). Dann gilt

Xi(A) = AB;

und
X(f)(4) = L(X(4)) (2:2)

fir A € GL(n,K) und X € X(GL(n,K)). Insbesondere ist X;(f)(A) = L(AB;) und damit X;(f)
die Einschrinkung der linearen Abbildung

L;:Be M(n,K)— L(BB;) eR.
Demnach ist

(X1, Xo)(f)(1n) = X1 (X2(£))(1n) — Xo(X1(£))(1n)
= Ly(By) — L1(Ba)
= L(B1Bs) — L(B1Bs)
= L(B1By — BsBy) .

Mit (2.2) folgt
[X1,X2](1,) = B1By — BaBy

und der Satz ist bewiesen. O

Allgemeiner gilt, dass fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum FE die Lie-Algebra gl(F) von
GL(FE) mit der zur assoziativen Algebra End(FE) der Endomorphismen von E gehorenden Lie-
Algebra iibereinstimmt.

Definition 2.13 Eine Lie-Algebra (ag, [, Jo) heifit eine Unteralgebra eciner Lie-Algebra(a, |, ])
<= qag ist ein Unterraum von a und fir alle v,w € ag gilt [v,w]o = [v, w].

Satz 2.14 Sei G eine Liesche Gruppe, sei H eine Liesche Untergruppe von G und seien g und b
die Lie-Algebren von G bzw. H. Dann ist ) eine Unteralgebra von g.

Beweis. Seien v,w € h und seien X,Y € X9(G) und Xo,Yy € X7 (H) durch X(e) = Xo(e) = v
und Y (e) = Yg(e) = w bestimmt. Dann ist Xo = X|,, und Yy = Y| .. Mit Satz 2.6 folgt

[XOaYb] = [Xa Y”H .
Insbesondere ist [Xo, Yp](e) = [X,Y](e), was die Behauptung liefert. O

Die in folgenden Beispielen betrachteten Lie-Algebren sind nach den Sdtzen 2.12 und 2.14 Unter-
algebren von M (n,R) bzw. M (n,C).

Beispiel 2.15 Bezeichne sl(n, K) die Lie-Algebra von SL(n,K). Wir zeigen, dass

sl(n,K) ={B € M(n,K) : Tr(B) =0} . (2.3)
Um dies einzusehen, betrachten wir wieder die Abbildung

®:GL(n,K) =K, ®(A):=det(4).
Nach Beispiel 1.15 und Satz 1.13 ist

sl(n,K) = Ty, SL(n,K) = {B € M(n,K) : D®|y, (B) =0} .
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Fir A= (a1,...,a,) € GL(n,K) und B = (by,...,b,) € M(n,K) haben wir
D®|4(B) = det(by,aq,...,a,) + det(ar, be,as,...,a,) + -+ det(ar,...,an-1,bn) .

Somit ist
D[y, (B) = b1y + bag + -+ + by = Tr(B)

und (2.3) folgt. O

Beispiel 2.16 Die Lie-Algebra o(n) der orthogonalen Gruppe O(n) ist der Raum der schiefsym-
metrischen Matrizen,

o(n)={BeMnR): BT + B=0} . (2.4)
Betrachten wir ndmlich
®: GL(n,R) — S(n,R), ®(A):=ATA,

so ist D®|4(B) = BTA + AT B, woraus mit Beispiel 1.16 und Satz 1.13 die Beziehung (2.4) folgt.
Da SO(n) die Zusammenhangskomponente des Einselements von O(n) ist, stimmt die Lie-Algebra
von SO(n) mit o(n) iberein. O

Beispiel 2.17 Sei u(n) die Lie-Algebra der unitédren Gruppe U(n). Wie in Beispiel 2.16 sieht man,
dass u(n) der Raum der schiefhermiteschen Matrizen ist,

u(n)={B € M(n,C): BT +B=0} .

Insbesondere ist u(1) = iR und somit gilt [v,w] = 0 fiir alle v,w € u(1). Wir merken noch an,
dass u(n) kein komplexer Unterraum von M (n,C) ist. Ist ndmlich B € u(n) und B # 0, so ist
iB ¢ u(n). O

Sind (a,[, ]a) und (b, [, ]p) zwei Lie-Algebren, so bezeichne a @ b ihre direkte Summe, d.h. a ® b
sei mit der Lie-Klammer

[(v1,w1), (v2, w2)] == ([v1, v2la, [w1,w2]p) fiir v1,v2 € aund wy,wy €b

versehen.

Satz 2.18 Sind g und § die Lie-Algebren der Lieschen Gruppen G und H, so ist g ® b die Lie-
Algebra von G x H.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die folgende Tatsache. Ist X € X(M) und Y € X(N), so
sei X +Y € X¥(M x N) durch

(X +Y)(p,q) == (X(p),Y(q) € LM & TyN =T, (M x N)

fiir (p,q) € M x N definiert. Dann gilt:

Lemma 2.19 Fir alle X1, X2 € X(M) und alle Y1,Ys € X(N) st
(X1 + Y1, Xo + Vo] = [X1, Xo] + [¥1,Y2] .
0

Beweis von Lemma 2.18. Sei v € g und w € h und seien X € X%(G), Y € X¥(H) und Z €
XGH(G x H) derart, dass X(eg) = v, Y(eg) = w und Z(eg,exn) = (v, w), wobei hier eg und eg
die neutralen Elemente von G bzw. H bezeichnen. Dann ist

2(9,h) = DLg n)l(e.em) (Vs w) = (DLgle (v), DLnfey (w)) = (X(9), Y (h)) ,

d.h. Z = X +Y. Hieraus folgt mit Lemma 2.19 die Behauptung. U
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Beispiel 2.20 Die Lie-Algebra von U(1)™ ist u(1)™ = iR™, wobei [v,w] = 0 fiir alle v,w € U(1)".
O

Definition 2.21 Seien G und H Liesche Gruppen, seien g und b ihre Lie-Algebren und sei ®
G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann heifit die lineare Abbildung @, :=D®|.:g — b
das Differential von ®.

Definition 2.22 Seien (a,[, |a) und (b, [, Jo) zwei Lie-Algebren. Eine lineare Abbildung ¢ : a — b
heifit Lie- Algebren-Homomorphismus <= Fiir alle v,w € a gilt ¢([v,w]q) = [@p(v), p(w)]p.

Satz 2.23 Das Differential @, : g — h eines jeden Lie-Gruppen-Homomorphismus ® : G — H st
ein Lie-Algebren-Homomorphismus.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir eine Verallgemeinerung von Satz 2.7.

Definition 2.24 Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und sei ® € C*°(M, N). Ein
Paar (X,Y) von Vektorfeldern X € X(M) undY € X(N) heifit ®-verkniipft :<=> Fiir allep € M

ist DO, (X (p)) = Y (2(p)).

Beispiel 2.25 Ist ® : M — N ein Diffeomeorphismus, so ist (X,Y) € X(M) x X(N) genau dann
®-verkniipft, wenn ¥ = &, X. O

Satz 2.26 Seien M, N und ® wie in Definition 2.2/ und seien X1, Xy € X(M) und Y1,Ys € X(N).
Sind (X1,Y1) und (Xa,Y2) ®-verkniipft, so ist auch ([X1, Xs], [Y1,Ya]) ®-verkniipft.

Beweis. Seien (X1, Y1), (X2, Y2) ®-verkniipft und sei f € C°(N). Dann gilt Y;(f) o ® = X;(f o ®),
denn fiir p € M ist

Yi(f)(2(p)) = dflaw) (Yi(2(p))) = dfla@) (DP[p(Xi(p))) = d(f o ®)[,(Xi(p)) = Xi(f o ®)(p) .
Damit sehen wir
[Y1,Y2](f) 0o @ = Y1(Ya(f)) 0 ® — Ya(Y1(f)) 0 ®
= X1(Ya(f) o @) — Xo(Ya(f) o @)
= X1(X2(f o ®)) — Xo(X1(f o ®))
= [X1, Xo](fo @) .

Also ist
dfle) (Y1, Y2](2(p)) = df]a) (DR, ([X1, X2](p))) -
Da dies fiir alle f € C*°(N) gilt, folgt

(Y1, Y2](®(p)) = DP([X1, Xa](p)) -

Beweis von Satz 2.23. Sei ® : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Wegen

®(Ly(a)) = ®(ga) = ©(9)®(a) = La(y) (P(a))
gilt ®oLy = Lg(g4)0® fiir alle g € G. Seien vq, vz € gund seien X1, X5 € X9(G)und Y1,Ys € XH(H)
durch X;(eg) = v; und Y;(ep) = @.(v;) bestimmt. Dann sind (X;,Y7) und (Xo, Ys) ®-verkniipft.
Wir haben némlich
D®|,(Xi(g)) = D®[g(DLgleg (vi)) = D(® 0 Lg)|eg (vi) = D(La(g) © P)e (vi)
= DL<I>(g)|€H (D(I)|€G (Ul)) = DL<I>(g)|€H ((b*(vz)) = Yz(q)(g)) .
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Nach Satz 2.26 ist dann auch ([X7, Xs], [Y1, Y2]) ®-verkniipft. Es folgt
D, ([v1,v2]) = D®[eg ([X1, Xa](eq)) = [V1, Ya](P(eq)) = [Y1, Yo](em) = [Pu(v1), Pu(v2)] -

Bezeichne Q2%(M) den Raum der glatten k-Formen auf der differenzierbaren Mannigfaltigkeit M
und sei d : QF(M) — QF*1(M) das suBere Differential. Wir erinnern an die folgende Beziehung.

Satz 2.27 Fiir w € Q*(M) und Xo,..., Xy € X(M) gilt

k
dw(Xo, ..., Xk) = (1) Xi(w(Xo, ..., Xi, ..., X))
+ ) (D)X X, Ko, X X X
0<i<j<k
wobei die mit = gekennzeichneten Argumente wegzulassen sind. Insbesondere gilt
dn(Xo, X1) = Xo(n(X1)) — X1(n(Xo)) — n([Xo, X1])
fiir n € QY (M). O

Sei @ : M — N eine Diffeomorphismus und sei ¥ eine k-Form auf N. Dann ist die k-Form ®*¢ auf
M durch

(@) p(v1, . vk) := Do) (DPp(v1), . .., DP[p(v1))
fir p e M und vy, ...,v, € T, M definiert.
Satz 2.28 Fiir ® € C°(M,N) und 9 € Q¥(M) gilt
O*dy = dd*Y .

O
Definition 2.29 Eine Form w auf G heifit linksinvariant :<= FEs ist Lyw = w fiir alle g € G.

Den Vektorraum aller linksinvarianten k-Formen auf G bezeichnen wir mit QF (G).

Satz 2.30 (i) Fir jede Form w € QL(G) und alle Vektorfelder Xi,...,X), € X9(G) ist die
Funktion w(X1,...,Xx) konstant.

(ii) Es ist Q%(G) C QF(Q), d.h. jede linksinvariante Form auf G ist glatt.
(iii) Ist w eine linksinvariante Form auf G, so ist auch dw linksinvariant.

(iv) Sind w' und w? linksinvariante Formen auf G, so ist auch w' A w? linksinvariant.

Beweis. Sei w € QL (G).
(i) Fiir X1,..., X% € X9(G) und g € G gilt

w(X1, .- Xi)(g) = wlg(Xa(9), - - Xi(9)) = wlg(DLgle(Xa(€)), - -, DLg[e(Xk(e)))

(Liw) | (X1(e), ..., Xi(e) = w(X1,..., Xi)(e) .

(ii) Wegen (i) und X9(GQ) C X(G) ist w(Y7,...,Ys) € C=(G) fiir alle Y7,...,Y; € X(G). Das
impliziert die Behauptung.
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Die Aussagen (iii) und (iv) folgen aus Satz 2.28 und
Ly (wl /\w2) = (L;wl) A (L;wQ) .
O

Bezeichne A*g* den Vektorraum der alternierenden k-linearen Abbildungen ¢ : g¥ — R. Insbeson-
dere ist Alg* = g* := Hom(g, R).

Satz 2.31 Die Vektorraume Q% (G) und A*g* sind kanonisch isomorph.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 2.9 verifiziert man, dass w € Q&(G) — w|. € A¥g* ein
Isomorphismus ist. O

Definition 2.32 Sei {v1,...,vn} eine Basis von g. Die durch

k
[vi,v;] = E C’ijvk

bestimmten Zahlen ij werden die Strukturkonstanten von G beziglich {vy,...,v,} genannt.

Die Eigenschaften des Lie-Produkts implizieren

m

Cikj = —C]ki und Z Ckl +C O};i + Cl]?iC/Zj) =0

Satz 2.33 (Maurer-Cartansche Strukturgleichungen) Seien C’fj die Strukturkonstanten von

G beziiglich der Basis {v1,...,vm} und seienn',...,n™ die linksinvarianten 1-Formen auf G mit
n'e(vy) = 5; Dann gilt

i i LS~ i
df == Y Chl Ant=—5 > O’ Ant
1<j<k<m jik=1
Beweis. Fiir die durch X;(e) = v; bestimmten Vektorfelder X,..., X,, € X9(Q) gilt
(Xi, X,] =) CEXie und n'(X;) =0} .

k=1
Mit Satz 2.27 folgt

dn' (X, Xi) = Xj(n' (Xk)) — Xu (' (X)) — ' ([X;, X, (ZC sz> = —C},

Beispiel 2.34 Sei

1 0 0 1 0 0
B = (0 _1>, By = (0 0) und Bj3:= (1 0).

Dann ist {Bi, Ba, B3} eine Basis von s[(2,R) und es gilt
[By,Bs] = 2B>, [By,Bs] = —2B; und [By,Bs] =B .
Die einzigen von Null verschiedenen Strukturkonstanten sind also
Ci=-C3=2, Ch=-C3=-2 und Cj3=-Ciy=1.
Fiir die durch 7’| (B;) = 6} bestimmten linksinvarianten Formen ', 7? 1* auf SL(2,R) gilt folglich
dnt = —n*An®, dp* =-2n' An? und dn® =2n' And.
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3 Die Exponentialabbildung

Im Weiteren schreiben wir statt D®|,(v) fiir ® € C>°(M, N) und v € T, M auch einfach D®(v).
Sei G eine Liesche Gruppe und g ihre Lie-Algebra.

Satz 3.1 Seiv € g und sei~y: I — G die mazximale Lésung des Anfangswertproblems
J(t) = DL,y (v) und ~(0)=e. (3.1)
Dann ist I = R und es gilt (s +t) = v(s)y(t) fiir alle s,t € R.

Beweis. Sei I = (r1,r2). Wir beweisen, dass ro = co. Angenommen 7y < co. Wir setzen r := r9/2
und g := y(r) und definieren p : (r; + r,3r) — G durch p(t) := gvy(t — r). Dann ist

p(t) = DLy(y(t = 1)) = DLg(DLy(t—r)(v)) = DLgy(t—r)(v) = DL, (v)
und p(r) = 7(r). Folglich muss (r1,3r) C (r1,72) gelten, was ein Widerspruch zu 3r > ry ist.
Analog zeigt man ry = —oo.

Sei s € R beliebig fixiert. Wir setzen h := y(s) und definieren pq, ps : R — G durch

pr(t) = (s +1) und  pa(t) i= h(t).
Dann haben wir
pr(t) = A(s + 1) = DLy(s44)(v) = DLy, (1)(v)
und
p2(t) = DLy ((t)) = DLp(DLy)(v)) = DLpy)(v) = DL,y 1) (v) .
Auflerdem ist
p1(0) = (s) = h = p(0) .

Also sind p; und py Losungen des gleichen Anfangswertproblems. Folglich stimmen sie iiberein,
d.h. es gilt

v(s+t) = p1(t) = pa(t) = v(s)y(t) firalle teR.

Damit ist auch der zweite Teil der Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 3.2 Die Differentialgleichung +(¢) = DL (v) kann mit dem durch X(e) = v be-
stimmten Vektorfeld X € X%(G) in der Form 4(t) = X (v(t)) geschrieben werden. Die maximale
Losung von (3.1) ist folglich die maximale Integralkurve des Vektorfeldes X durch e. O

Definition 3.3 Ist v € g, so sei exp(v) := (1), wobei v die maximale Lésung von (3.1) ist. Die
so definierte Abbildung exp : g — G wird die Exponentialabbildung von G genannt.

Offensichtlich ist exp(0) = e. Auflerdem haben wir

Satz 3.4 (i) Die Exponentialabbildung exp : g — G ist glatt.

(ii) Die mazimale Lésung von (3.1) stimmt mit der Abbildung t € R — exp(tv) € G fberein.
Insbesondere ist

< exp(tn)

— exp(tv =v.

at PN

(iii) Fiir alle s,t € R und alle v € g gilt exp((s + t)v) = exp(sv) exp(tv).

(iv) Das Differential Dexplo : Tog = ¢ — T.G = g der Exponentialabbildung in 0 € g ist die
identische Abbildung.
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Beweis. (i) Die Aussage folgt aus dem Satz iiber die glatte Abhingigkeit der Losung einer Diffe-
rentialgleichung von Parametern.

(ii) Sei v die maximale Losung von (3.1), sei s € R beliebig und sei p : R — G durch p(t) := y(st)
definiert. Dann ist
3(t) = s7(st) = sDLy 40y (0) = DLy (50)
und p(0) = v(0) = e. Folglich ist p(1) = exp(sv), d.h. v(s) = exp(sv). Der zweite Teil der
Behauptung folgt nun aus
4(0) = DL, (0)(v) = DLc(v) = v

(iii) Dies folgt aus Satz 3.1 und (ii).
(iv) Nach (ii) gilt

d
— exp(tv) =v.

Dexp|o(v) = gy
t=0

O

Folgerung 3.5 Es existiert eine offene Umgebung V' C g von 0 derart, dass exp |, : V — exp(V)
ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Das ist eine Konsequenz von Satz 3.4(iv). O

Bemerkung 3.6 Sei {v1,...,v,,} eine Basis von g, sei W C R™ eine offene Umgebung von 0
und sei ¢ : W — G durch ¢(z) := exp (z'vy + -+ 4+ 2™vy,) definiert. Nach Folgerung 3.5 ist
W — (W) fiir geniigend kleines W ein Diffeomorphismus und somit ¢~! eine Karte von G.

Die Koordinaten z',...,2™ zu solch einer Karte nennt man auch kanonische Koordinaten. [J

Beispiel 3.7 Wir bestimmen die Exponentialabbildung der abelschen Gruppe (R,+). Sei g € R
und sei v € ToR = R. Dann ist

DLy(v) = —Ly(tv) (clit (tv + g) =v.

dt t=0 t=0

Also lautet die Differentialgleichung (3.1) in diesem Fall
4(#)=v und ~(0)=0.

Deren maximale Losung v : R — R ist durch v(¢) := tv gegeben. Somit ist exp(v) = (1) = v, d.
exp = idg.

oF

Beispiel 3.8 Die Exponentialabbildung der unitéiren Gruppe U(1) ist z € u(1) = iR — e* € U(1).
Ist ndmlich z € u(1) und v : R — U(1) durch 7(t) := e'* deﬁnlert so gilt 4(t) = ez, d.h.
4(t) = DLy (2), und 7(0) = 1. Damit ist exp(z) = v(1) = e*. O

Beispiel 3.9 Die Exponentialabbildung von GL(n,K) ist
Bk
B € gl(n,K) = M(n, kzk— GL(n, K) .
Ist némlich (t) := e'® fiir ein B € gl(n,K), so gilt 4(¢) = e'® B, was wiederum nichts anderes als

V(t) = DLv(t) (B) heifit.

Allgemeiner gilt fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum F, dass
¢ € gl(E) = End(E e¢—2—eGL
die Exponentialabbildung von GL(E) ist. O
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Nach Satz 3.4 ist die Abbildung ¢ € R — exp(tv) € G fiir jedes v € g ein Lie-Gruppen-
Homomorphismus. Umgekehrt kann man zeigen:

Satz 3.10 Sei & : R — G ein stetiger Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

(i) Es emistiert ein v € g mit ®(t) = exp(tv) fiir alle t € R.
(ii) @ ist glatt.

Beweis. (i) Wir wihlen eine offene Umgebung V' C g von 0 derart, dass exp ’V : V — exp(V) ein
Diffeomorphismus ist. Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die Umgebung V' konvex ist. Sei
W :={veg:2veV}und U := exp(W). Dann ist auch W konvex. Aufierdem kann g7 = g3
fiir g1,92 € U nur dann gelten, wenn g; = go. Schreiben wir némlich g; = exp(v;) mit v; € W, so
erhalten wir

exp(2v1) = exp(v1)? = g7 = g5 = exp(v2)? = exp(2vy) .

Da 2v; und 2vs in V liegen, folgt v1 = vo und somit g; = go. Die Stetigkeit von ® impliziert, dass
es ein § > 0 mit ®([0,d]) C U gibt. Sei vg € W durch exp(vy) = ®(4) bestimmt. Wir betrachten

U:R—->G, U(t):=exp (21}0) .

Da diese Abbildung auch ein stetiger Gruppenhomomorphismus ist, ist K := {t € R : ®&(t) = ¥(¢)}
eine abgeschlossene Untergruppe von R. Folglich gilt entweder K = R oder K = {kf : k € Z} fiir
ein 6 > 0. Angenommen es gilt der 2. Fall. Wegen 6 > 0 und § € K muss dann 0 < 6 < § gelten.
Insbesondere ist ®(0/2) € U. Da W konvex und vy € W ist, ist auBerdem 6/(20)vy € W und
demzufolge ¥(6/2) € U. Wegen 6 € K haben wir weiter

(®(0/2))" = ®(0) = W(0) = (¥(6/2))" .

Nach der anfangs angestellten Uberlegung folgt ®(0/2) = ¥(#/2), d.h. /2 € K. Damit haben wir
einen Widerspruch erhalten. Also ist K = R und (i) ist bewiesen.

(ii) Das ist eine Konsequenz von (i). O
Satz 3.11 Jede zusammenhingende eindimensionale Liesche Gruppe ist zu R oder T isomorph.

Beweis. Sei G eine zusammenhéingende eindimensionale Liesche Gruppe. Sei vy € g und vy # 0.
Da g eindimensional ist, ist g = Rvg. Wir betrachten die Abbildung ® : R — G, ®(t) := exp(tvp).
Diese Abbildung ist nach Satz 3.4 ein Lie-Gruppen-Homorphismus. Da G zusammenhéngend ist,
existieren nach Satz 1.26 und Folgerung 3.5 zu jedem g € G endlich viele reelle Zahlen t¢4,...,¢,
mit exp(tivp) - - - exp(tnvo) = g, d.h. mit exp((t1 + - -+ + t,,)vo) = g. Folglich ist ® surjektiv. Des
Weiteren gilt

d

= DLg) (‘1>(8)

Da,(1) = Lo+ s) -

ds

) = DL‘IZ'(t) (o).
s=0 5=0

Also ist D®|; fiir jedes t € R ein Isomorphismus. Das impliziert, dass <I>‘I : I — () fiir jedes
geniigend kleine offene Intervall I C R ein Diffeomorphismus ist. Ist ® injektiv, so folgt, dass ®
bereits ein Lie-Gruppen-Isomorphismus ist. Andernfalls ist Ker(®) eine nichttriviale abgeschlossene
Untergruppe von R, d.h. Ker(®) = {kf : k € Z} fiir ein § > 0 und wir erhalten, dass durch
&([t]) := ®(t0) ein Lie-Gruppen-Isomorphismus ® : 7' — G definiert ist. O

Eine wichtige Eigenschaft der Exponentialabbildung ist

Satz 3.12 Sei ® : G — H ein Lie-Gruppen-Homomorphismus. Dann gilt exp(®.(v)) = ®(exp(v))
fir alle v € g.
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Beweis. Sei v € g, sei v die maximale Losung von (3.1) und sei p = ® o . Dann ist

= pMp(s)| =DLyw)(p(0)) = DLy(r) (P« (v))

s=0 s=0

. d
pt) = 5Pt +s)
und p(0) = ®(e) = e. Es folgt

exp(®.(v)) = p(1) = ®(7(1)) = P(exp(v)) .

O

Beispiel 3.13 Fiir den Lie-Gruppen-Homomorphismus det : GL(n, K) — K* ist det.(B) = Tr(B).
Somit gilt e™(B) = det (e?) fiir alle B € M(n,K). O

Im Allgemeinen ist exp(v) exp(w) # exp(v + w). Der Fehler kann wie folgt abgeschiitzt werden.

Satz 3.14 FEs gilt
exp(tv) exp(tw) = exp (t(v + w) + O (£?))

fiir t — 0 und beliebige v,w € g.

Beweis. Sei {v1, ..., vy} eine Basis von g und sei W C R™ eine offene Umgebung von 0 derart, dass
die Abbildung ¢ : W — (W), ¢(z) := exp (z'v1 + -+ - + 2™ vy, ), ein Diffeomorphismus ist. Wir
wihlen eine offene Umgebung W’ C W von 0 derart, dass v(x)v(y) € ¢(W) fiir alle z,y € W', und
definieren ¥ = (W, ... ™) : W' x W’ — W durch ¥(z,y) := ¥~ (¢ (2)¢(y)). Wegen ¥(z,0) =
und ¥(0,y) =y ist
ov’ ov’
dzk (0,0)= Ayk

Laut Taylorscher Formel gilt somit

(0,0) =6, fir i,k=1,...,m.

m

Viey) = 0 i ' Z O 0,00 + 0 (I
( )I?)

=z —|—y

fiir (z,y) — (0,0). Folglich ist
U(tz, ty) = t(z +y) + O (£?)

fir t — 0 und beliebige z,y € R™, womit der Satz bewiesen ist. O

Bemerkung 3.15 Es gibt verschiedene Verschirfungen von Satz 3.14, darunter die so genannte
Campbell-Hausdorff-Formel. Insbesondere kann man zeigen, dass

exp(v) exp(w) = exp(v + w + O([v, w]))

fiir (v,w) — (0,0). Folglich gilt exp(v) exp(w) = exp(v + w), falls [v,w] = 0. O

Bemerkung 3.16 Die Exponentialabbildung ist auch fiir zusammenhéngende Liesche Gruppen
nicht notwendig surjektiv. Betrachten wir zum Beispiel die Gruppe SL(2,R). Sei B € sl(2,R).
Dann existieren eine Matrix C € GL(2,C) und z,w € C derart, dass

B=c1(? "“)c
0 —=z ’

exp(B) =eP =C7! (eo wz> C

Damit ist
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und demzufolge Tr(exp(B)) = e* + e~ *. Wegen
det(B — 2z15) = 22 — Tr(B)z + det(B) = 2% + det(B)
gilt auerdem z € R oder z € iR. Es folgt, dass
Tr(exp(B)) = 2cosh(z) > 2

fir z € R und
Tr(exp(B)) = 2cos(iz) > —2

fiir z € iR. Demnach gilt Tr(exp(B)) > —2 fiir alle B € sl(2,R). Also ist exp(s((2,R)) # SL(2,R).
O
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4 Die adjungierten Darstellungen

Definition 4.1 Sei E ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, G eine Liesche Gruppe und a eine
Lie-Algebra. Eine Darstellung von G iiber FE ist ein Lie-Gruppen-Homomorphismus k : G —
GL(E). Eine Darstellung von a iiber E ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus T : a — gl(E).
Eine Darstellung heifit treu :<=> Sie ist injektiv.

Beispiel 4.2 Offensichtlich sind die konstanten Abbildungen ¢ € G +— idg € GL(E) und
v € a — 0 € gl(E) Darstellungen von G bzw. a iiber E. Diese Darstellungen heiflen triviale
Darstellungen. O

Beispiel 4.3 Sei G eine Liesche Untergruppe von GL(n,K) und a eine Unteralgebra von gl(n, K).
Dann sind die Inklusionsabbildungen G — GL(n,K) = GL(K") und a — gl(n,K) = gl(K™) treue
Darstellungen von G bzw. a iiber K™. O

Beispiel 4.4 Sei a eine endlichdimensionale Lie-Algebra. Dann ist die durch 7(v)(w) = [v, w]
definierte Abbildung 7 : a — gl(a) eine Darstellung von a iiber a. Dafiir ist einzusehen, dass
7([v1, v2]) = 7(v1) 0 T(v2) — 7(v2) 0 7(v1)
fir alle vy, v9 € g, d.h.
[[v1, va], w] = [v1, [v2, w]] = [v2, [U1, w]]

fiir alle v1,ve,w € g. Die letzte Beziehung ist zur Jacobi-Identitit dquivalent. O

Beispiel 4.5 Bezeichne R, [s,t] den Vektorraum der homogenen Polynome in s und ¢ vom Grad
n. Die durch
k(A)(P):=PoA™!

definierte Abbildung x : GL(2,R) — GL(R,[s, t]) ist eine Darstellung von GL(2,R) iiber R,[s,t].

O
Beispiel 4.6 Seien Bi, B, Bs wie in Beispiel 2.34. Dann definiert
2 0 0 01 0 0 00
7(B1):=(0 0 0], 7(B2):=10 0 2|, 7(B3):=[2 0 0
0 0 -2 0 0 O 01 0
eine Darstellung 7 : sl(2, R) — gl(3,R) = gl(R?) der Lie-Algebra s[(2,R) iiber R3. O

Wir definieren Ad : G — GL(g) durch Ad(g) := (ay)«.

Satz 4.7 Die Abbildung Ad : G — GL(g) ist eine Darstellung der Lieschen Gruppe G iiber ihrer
Lie-Algebra g.

Beweis. Fiir g,h € G gilt

Ad(gh) = (agn)s = (ag o an)s = (ag)« o (an)« = Ad(g) o Ad(h) .
Sei v € g und sei v : I — G eine glatte Kurve auf G mit 4(0) = v. Dann ist ® : G x I — G,
®(g,t) := ay(y(t)), und folglich auch

8%)(97 0) = Ad(g)(v) € g

glatt. O

0
g€ G
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Definition 4.8 Die Darstellung Ad : G — GL(g) heifst die adjungierte Darstellung von G.

Nach Satz 2.23 induziert jede Darstellung einer Lieschen Gruppen G eine Darstellung ihrer Lie-
Algebra g. Genauer gilt

Satz 4.9 Ist k : G — GL(E) eine Darstellung von G, so ist ihr Differential ky : g — gl(E) eine
Darstellung von g. O

Definition 4.10 Die Darstellung ad := Ad, : g — gl(g) wird die adjungierte Darstellung von
g genannt.

Satz 4.11 Fiir alle v € g gilt exp(ad(v)) = Ad(exp(v)).
Beweis. Die Behauptung ist ein Spezialfall von Satz 3.12. O

Beispiel 4.12 Sei G eine Liesche Untergruppe von GL(n,K). Fiir A € G und B € g ist dann
Ad(A)(B) = ABA~!. Folglich ist

d d
ad(Bl)(Bg) = @ Ad(exp(tBl))(Bg) = & eXp(tB1)32 exp(ftBl) = BlBQ — B2B1 .
t=0 t=0

Das heifit, fiir alle By, B2 € g gilt ad(B1)(B2) = [Bi, Ba]. O
Die letzte Beziehung gilt auch allgemein.

Satz 4.13 Sei G eine Liesche Gruppe und g ihre Lie-Algebra. Dann ist ad(v)(w) = [v,w] fir alle
v, W E g.

Bevor wir diesen Satz beweisen, erinnern wir daran, dass die Lie-Ableitung eines Vektorfeldes Y
in Richtung eines Vektorfeldes X mit dem Kommutator [X,Y] iibereinstimmt. Es gilt also

Satz 4.14 Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, seien X,Y € X(M) und sei ($;) eine
glatte einparametrische Familie von Diffeomorphismen ®; : M — M derart, dass ®g = idp; und

d
—d =-X
g2 . (p)
fiir alle p € M. Dann ist
d
—(P4).Y =[X,Y
F@)Y| =XV

O

Beweis von Satz 4.13. Seien v,w € g und seien X,Y € X%(G) mit X (e) = v und Y (e) = w. Weiter
setzen wir ®; := Reyp(—p) fiir £ € R. Dann ist &g = idg und

G| = feem)| o, (§evi-w) t_o) — DL () = ~X(g)
Mit Satz 4.14 folgt
w(v)() = 5 Ad(ep(0) )] = FDResycan (DL ()]
d d
= GPRY@)| = S@LYE)| = K = ).
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Definition 4.15 (i) Zwei Darstellungen k1 : G — GL(E;) und kg : G — GL(Es) einer Lie-
schen Gruppe G heiffen Aquivalent :<=- Es existiert ein Isomorphismus ¢ : F4 — E5 mit
pok1(g) = ka(g) o ¢ fir alle g € G.

(ii) Zwei Darstellungen 71 : a — gl(Ey) und 7o : a — gl(Ey) einer Lie-Algebra a heiffen dqui-
valent <= Fs existiert ein Isomorphismus ¢ : Ey — E3 mit ¢ o 11(v) = 72(v) 0 ¢ fiir alle
v € a.

Satz 4.16 Zwei Darstellungen k1 : G — GL(E1) und ks : G — GL(E3) einer zusammenhdngen-
den Lieschen Gruppe G sind genau dann dquivalent, wenn die Darstellungen (K1)« @ g — gl(E1)
und (k2)x : g — gl(E2) dquivalent sind.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir

Satz 4.17 Sei G eine zusammenhdngende Liesche Gruppe und seien ®1,® : G — H zwei Lie-
Gruppen-Homomorphismen. Gilt (®1). = (P2)«, so gilt auch &1 = Po.

Beweis. Gelte (®1). = (P2).. Nach Satz 3.12 ist dann

Dy (exp(v)) = exp((®1)+(v)) = exp((P2)«(v)) = P2(exp(v))

fiir alle v € g. Also stimmen ®; und ®5 nach Folgerung 3.5 auf einer Umgebung von e iiberein.
Mit Satz 1.26 folgt ®; = &s. O

Beweis von Satz 4.16. Sei G eine zusammenhingende Liesche Gruppe und seien k; : G — GL(E;),
i = 1,2, zwei Darstellungen von G. Ist ¢ : E; — FEs ein Isomorphismus, so sei Iig : G — GL(Ey)
durch ng(g) = ¢t o ka(g) o ¢ fiir g € G definiert. Offensichtlich ist lﬁlg ein Lie-Gruppen-
Homomorphismus und

(59)(v) = 67" 0 (K2)u(v) 0
fiir alle v € g. Sind k1 und k9 dquivalent, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : Fy — Ey mit k1 = mg.
Dann gilt auch (r;), = (k3)s, also

(k1)+(v) = ¢7" 0 (2)s(v) 0 ¢

fiir alle v € g und somit sind (k;). und (k2). dquivalent. Sind jetzt umgekehrt (x1). und (xk2)s
dquivalent, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : By — Ep mit (k1), = (k9).. Mit Satz 4.17 folgt
K1 = ng’, also die Aquivalenz von k1 und Ka. O

Beispiel 4.18 Sei

0 -1 0 0 0 0 0
Bi:=|1 0 0], By:=10 0 0 , Bs:=[0 0 -1
0 0 0 1 0 0 0 1
Dann ist { By, Ba, B3} eine Basis von 0(3) und es gilt
[B17BQ] = BB ) [BlaB3] - _BQ ) [327-33] - Bl .

Hiermit berechnet man, dass die Matrixdarstellung von ad(B;) beziiglich der von den Matrizen
C := B3, Cy := —Bs und C3 := By gebildeten Basis von 0(3) gerade B; ist. Also sind die Inklusion
0(3) — gl(3,R) und ad : 0(3) — gl(0(3)) dquivalente Darstellungen der Lie-Algebra o(3). Nach
Satz 4.16 sind dann auch die Darstellungen SO(3) — GL(3,R) und Ad : SO(3) — GL(0(3))
dquivalent. Dagegen sind die Darstellungen O(3) — GL(3,R) und Ad : O(3) — GL(0(3)) nicht
dquivalent. Wéhrend nédmlich die erste eine treue Darstellung ist, ist die adjungierte Darstellung
von O(3) wegen Ad(—A) = Ad(A) fiir A € O(3) nicht treu. O
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5 Wirkungen und homogene Riume
Sei G eine Liesche Gruppe und M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 5.1 Fine Linkswirkung (bzw. Rechtswirkung) von G auf M st eine glatte Abbil-
dung
(9,p) € GXx M — W,(p) e M

mit den folgenden Eigenschaften.

(a) Fir alle g,h € G undp € M gilt Wo(Wp,(p)) = Wen(p) (bzw. We(Wp(p)) = Wie(p)).

(b) Fir mindestens ein g € G ist die Abbildung Wy : p € M — W,(p) € M surjektiv.
Im Fall einer Linkswirkung schreiben wir gp oder L, (p) statt Wy (p). Liegt eine Rechtswirkung
vor, so sei pg 1= Rgy(p) := Wy(p) gesetzt. Hat man eine Wirkung von G auf M, so sagt man

auch, dass G (von links bzw. von rechts) auf M wirkt, und nennt das Paar (M, G) eine Liesche
Transformationsgruppe.

Lemma 5.2 Ist (9,p) € G x M — Ry(p) € M eine Rechtswirkung von G auf M, so definiert
Ly(p) := Ry-1(p) eine Linkswirkung von G auf M.

Beweis. Das rechnet man einfach nach. O

Also kénnen wir uns im Folgenden auf Linkswirkungen beschrénken.

Lemma 5.3 Fir die Abbildungen Ly : M — M einer jeden Wirkung von G auf M gilt:

(i) Lo =idp-

(11) Lg—l = L;l

(i) Lgy tst ein Diffeomorphismus.
Beweis. (i) Fir alle g € G und p € M ist e(gp) = (eg)p = gp. Da L, fiir wenigstens ein g € G
surjektiv ist, folgt die Behauptung.

(ii) Die Behauptung ist eine Konsequenz von (i) und Ly o Ly-1 = Ly-1 0 Ly = Le.

(iii) Da die Abbildungen L, nach Definition 5.1 glatt sind, ergibt sich die Behauptung aus (ii). O

Satz 5.4 Fir jede Wirkung von G auf M ist die Menge K := {g € G : L, =idax} ein abgeschlos-
sener Normalteiler von G.

Beweis. Sei a € K und g € G. Dann ist

Lgag—1 = LgoLgo L' = Lyoidy oL, ' =idy

gag
und somit gag~! € K. Da K offensichtlich eine Untergruppe von G ist, ist K damit tatsichlich
ein Normalteiler. Wir zeigen, dass G \ K offen ist. Sei h € G\ K. Dann gibt es ein p € M mit
hp # p. Sei V eine offene Umgebung von hp mit p € V. Da die Abbildung g € G — gp € M stetig
ist, finden wir eine offene Umgebung U von h mit gp € V fiir alle g € U. Insbesondere gilt gp # p
fiir alle g € U. Folglich ist U C G\ K und somit G \ K offen. O

Definition 5.5 Fine Wirkung von G auf M heifst
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(i) effektiv :<= Nur fir g =e gilt Ly = idp.

(ii) einfach :<= Nur fiir g = e hat die Abbildung L, einen Fizpunkt.

(iii) transitiv ;<= Zu je zwei Punkten p,q € M gibt es ein g € G mit gp = q.
)

(iv) einfach transitiv ;<= Sie ist einfach und transitiv.

Definition 5.6 Fine Liesche Transformationsgruppe (M,G) heifit ein homogener Raum :<—
G wirkt transitiv auf M.

Statt homogener Raum sagt man auch Kleinscher Raum.
Lemma 5.7 (i) Eine Wirkung von G auf M ist genau dann einfach transitiv, wenn zu je zwei

Punkten p,q € M genau ein g € G mit gp = q existiert.

(ii) Ist eine Wirkung einfach, so ist sie auch effektiv.

Beweis. Wirke G einfach transitiv auf M und seien p,q € M. Dann gibt es ein g € G mit gp = q.
Gilt auch hp = ¢, so folgt gp = hq und weiter A~ 'gp = p. Also ist p ein Fixpunkt von Ly,
Da die Wirkung einfach ist, muss dann h~'g = e, d.h. g = h gelten. Die restlichen Aussagen sind
offensichtlich. 0

Definition 5.8 Wirke G auf M und sei p € M. Dann heifst die Menge Gp := {gp : g € G} der
Orbit oder die Bahn von p unter G.

Lemma 5.9 Fiir eine G-Wirkung auf M sind folgende Figenschaften dquivalent.

(1) Die Wirkung ist transitiv.
(2) Fiir allep e M ist Gp= M.

(3) Es existiert ein p € M mit Gp = M.

Beweis. Die Implikationen (1)=>(2) und (2)==-(3) sind offensichtlich. Wir sind demnach fertig,
wenn wir (3)=(1) gezeigt haben. Sei also p € M mit Gp = M und seien ¢1,q2 € M beliebig.

Dann existieren g1, g2 € G mit g1p = ¢; und gop = g2. Damit ist gggl_lql = gggl_lglp = gop = Q2.
O

Definition 5.10 Wirke G auf M und sei p € M. Dann heifit G(p) := {g € G : gp = p} der
Stabilisator oder die Isotropiegruppe von p.

Man sieht unmittelbar, dass G(p) eine abgeschlossene Untergruppe von G ist.

Satz 5.11 Sei (M, G) ein homogener Raum. Dann sind die Stabilisatoren G(p), G(q) zweier Punk-
te p,q € M konjugierte Untergruppen.

Beweis. Seien p,q € M. Nach Voraussetzung gibt es ein g € G mit gp = ¢. Ist dann h € G(p), so
gilt
ghg~'q=ghg~'gp=ghp=gp=1q.
Demnach ist gG(p)g~! C G(q). Genauso sieht man g~ 1G(q)g C G(p). Also ist G(q) = gG(p)g~*.
[l

Beispiel 5.12 Die Abbildung (g,p) € G x M +— p € M ist eine Wirkung auf M, die so genannte
triviale Wirkung von G auf M. U
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Beispiel 5.13 Die Abbildung (g,h) € G x G +— gh € G ist eine einfach transitive Wirkung von G
auf G. O

Beispiel 5.14 Die Abbildung (t,z) € R x C — el'z € C ist eine Wirkung von R auf C. Da
Lok = idc fiir alle k € Z, ist diese Wirkung nicht effektiv. Wegen L;(0) = 0 fiir alle ¢t € R ist sie
auch nicht transitiv. 0

Beispiel 5.15 Durch (a,z) € U(1) x C — az € C ist eine Wirkung von U(1) auf C definiert. Diese
Wirkung ist effektiv. Wegen L,(0) = 0 fiir alle a € U(1) ist sie aber weder frei noch transitiv. O

Eine Verallgemeinerung der letzten beiden Beispiele ist

Beispiel 5.16 Sei k : G — GL(FE) eine Darstellung von G iiber E. Dann ist (g,v) € G x E —
k(g)(v) € E eine Wirkung von G auf E. Da x(g)(0) = 0 fiir alle g € G, ist diese Wirkung dann
und nur dann einfach (bzw. transitiv), wenn G = {e} (bzw. E = {0}). Sie ist genau dann effektiv,
wenn k treu ist. O

Im Folgenden geben wir Beispiele fiir homogene Riume an. Die Glattheit der Abbildung (g, p) — gp
ist dabei stets offensichtlich.

Beispiel 5.17 Die affine Gruppe Aff(F) eines endlichdimensionalen Vektorraumes FE wirkt
vermoge

(A, v)w:= Aw + v
fiir (A,v) € Aff(F) und w € E auf E. Ist ndmlich auch (A’,v') € Aff(E), so gilt

(A, V(A V)W) = (A, v)(A'w +Vv) = AAw+ AV + v
= (AA, AV + v)w = (A, v) (A", v ))w .

Diese Wirkung ist transitiv, denn fiir alle v,w € E gilt (idg, w — v)v = w. Aus (4, v)0 = v erhilt
man sofort, dass GL(F) x {0} der Stabilisator von 0 ist. O

Beispiel 5.18 Sei A € SO(n + 1). Dann gilt |Az| = ||z| fiir alle x € R™*!, wobei wir hier und
im Weiteren die Elemente von R"*! als Spaltenvektoren verstehen. Ist also & € S™, so ist auch
A€ € S™. Somit wirkt SO(n+1) auf S™. Dass diese Wirkung transitiv ist, sieht man folgendermaflen.
Sei (£1,...,&u41) eine geordnete Orthonormalbasis in der iiblichen Orientierung von R™*1 sei
A € M(n+ 1,R) die Matrix, deren Spalten die Vektoren &1, ...,&,+1 sind, und sei &x der Nordpol
von S™, d.h. &y := (0,...,0,1). Dann ist A € SO(n + 1) und Aén = &,41. Folglich existiert zu
jedem £ € S™ ein A € SO(n + 1) mit Ay = &, was mit Lemma 5.9 die Transitivitit der Wirkung
liefert. Weiter berechnet man, dass der Stabilisator von {x das Bild der Einbettung

Ao O

1%esompe(0 |

)esom+1)

ist.

Diese Beschreibung der Sphéren als homogene Réume ist nicht die einzige. Versteht man zum
Beispiel $2"*! vermége 52"t = {z € C" : ||z|| = 1} als Teilmenge von C", so induziert die
kanonische Wirkung von U(n + 1) auf C™*! eine transitive Wirkung von U(n + 1) auf S$?"*1 fiir
die der Stabilisator des Nordpols zu U(n) isomorph ist. O

Beispiel 5.19 Sei 7 : S™ — RP™ die kanonische Projektion auf den reell projektiven Raum RP™.

Dann ist durch An(€) := w(A¢) fir A € SO(n + 1) und £ € S™ eine Wirkung von SO(n + 1) auf
RP™ definiert. Diese Wirkung ist nach Beispiel 5.18 transitiv und der Stabilisator von 7(£x) ist

ammxou»:{<? ®£%Q:%eomﬁ.
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Beispiel 5.20 Bezeichne H die obere Halbebene von C, d.h. H := {z € C : Im(z) > 0}. Sei
A= (% ") esLeRr)
" \c d ’

und sei z € H. Dann ist cz + d # 0. Wir setzen

az+b
Az = . 5.1
* cz+d (5.1)

Wegen
az+b az+b (ad—bc)(z—Z) 2ilm(z)

cz4+d E+d lez + d|? ez +dJ?

2ilm(Az) = Az — Az =
ist Az € H. Sei auch

! /
A= (‘Cl Z) € SL(2,R) .

Wir berechnen

aa’z—i—b’ +b
A(A'2) :Aa’z+b’ _ drtd _ ald'z+bV)+b(dz+d)
dz+d ca’z—|—b’ td cla'z+V)+d(dz+d)
dz+d

(ad’ +bc')z + ab’ + bd’ ,
= = (AA)z .
(ca’ +dc')z + V' + dd' (A47)2

Also ist durch (5.1) eine Wirkung von SL(2,R) auf H definiert. Ist « := Re(z), y := Im(z) und
/2, —1/2
— (Y Y z
Az < 0 y_1/2> i
soist A, € SL(2,R) und A.i = z. Das impliziert mit Lemma 5.9, dass SL(2,R) transitiv wirkt. Da

Ai =i genau dann gilt, wenn a = d und b = —¢, und da wegen det(A) = 1 dann auch a? + b? = 1
gilt, ist der Stabilisator von i gerade SO(2). O
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6 Abgeschlossene Untergruppen

In diesem Abschnitt sei G eine Liesche Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe von G.
Wir werden beweisen, dass H eine Untermannigfaltigkeit und somit eine Liesche Untergruppe von
G ist und dass der Faktorraum G/H ein homogener Raum ist.

Sei || || irgendeine Norm auf der Lie-Algebra g von G und sei

h':={v e g:exp(tv) € H fiir alle t € R} .

Lemma 6.1 Sei (vg)k>k, eine Folge in g\ {0} derart, dass klim v = 0 und exp(vy) € H fiir alle
k > ko, und konvergiere die Folge (vi/||vg|)k>k, gegen ein v € g. Dann gilt v € b'.

Beweis. Sei t > 0 fixiert und sei my := max{l € Ny : [||vg|| < ¢}. Dann haben wir
myllogl| <t < (mp + Dokl = mglloxll + [loll
d.h.
0 <t —mgllogll < [lowll -

Wegen lim vg = 0 muss somit lim mg||lvg|| = ¢ und damit auch
k—oo k—o0

I tim o |-

im mgu, = Um myg||vg||— =

k—o0 KTk k—o00 Rk H’Uk”

gelten, was aufgrund der Stetigkeit der Exponentialabbildung klim exp(myvy) = exp(tv) impliziert.
— 00

Da H abgeschlossen ist und da nach Voraussetzung exp(myvg) = exp(vy)™ € H fiir alle k > ko,
folgt exp(tv) € H. Wegen exp(—tv) = exp(tv)~! ist dann auch exp(—tv) € H. O

Lemma 6.2 Die Menge b’ ist ein Unterraum von g.

Beweis. Seien v,w € h’. Offensichtlich ist dann Av € b’ fiir alle A € R. Zu zeigen bleibt, dass
v+w € §’. Ist v+w = 0, so gilt die Aussage trivialerweise. Sei also v+w # 0. Sei V' C g eine offene
Umgebung von 0 derart, dass exp ’V : V. — exp(V) ein Diffeomorphismus ist, und sei die offene
Umgebung V' C V von 0 so gewihlt, dass auch —V’ C V und exp(V')? C exp(V). Des Weiteren
sei kg € N derart, dass kv € V/ und k~'w € V' fiir alle k > ko. Wir definieren uy, € V fiir k > ko
durch
exp(ug) = exp (kflv) exp (lflw) .

Dann gilt exp(ug) € H und hm ur = 0. Wegen v + w # 0 und — V' C V ist auerdem uy # 0 fiir
alle k > kg. Weiter 1mphzlert Satz 3.14, dass hm kui = v + w und folglich

. Uk v+ w
im —— = —— .
koo flugll  [lv+wll
Indem wir jetzt Lemma 6.1 anwenden, erhalten wir v +w € §’. d

Sei m ein zu h’ komplementirer Unterraum, also ein Unterraum von g mit g = b’ & m.

Lemma 6.3 Es existiert eine offene Umgebung U C m von 0 derart, dass exp(w) ¢ H fir alle
w e U\ {0}.
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Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch. Dann existiert eine Folge (wg)ren in m\ {0} mit
lim wy = 0 und exp(wy) € H fir alle k € N. Sei C :={w € m: 1 < ||w| < 2}. Wir wihlen zu

k—o0

jedem hinreichend grofien k € N ein my € N derart, dass miwy € C. Da C kompakt ist, konnen
wir annehmen, dass die Folge (mjwy) gegen ein w’ € C konvergiert. Damit gilt

!

. Wi . mrpWig w
lim —— = lim ——— = ——.
koo [Jwgl|  k—oo [lmpwyl v
Mit Lemma 6.1 folgt w’ € ', was ein Widerspruch zu w’ € m und w’ # 0 ist. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir beweisen:

Satz 6.4 Sei G eine Liesche Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann ist
H eine Untermannigfaltigkeit und somit eine Liesche Untergruppe von G. Die Lie-Algebra von H
sttmmt mat ' diberein.

Beweis. Sei m C g wieder ein komplementirer Unterraum zu b’ und sei ¥ : ' x m — G durch
(v, w) := exp(w)exp(v) fiir v € b’ und w € m definiert. Da DV| g gy (v, w) = v 4+ w, ist DY o
ein Isomorphismus. Also existieren offene Umgebungen U’ C §’ und U C m von 0 derart, dass
V| wp U xU—V:=¥({U"xU) ein Diffecomorphismus ist. Dabei kénnen wir nach Lemma 6.3
voraussetzen, dass exp(w) € H fiir w € U \ {0}. Folglich gilt HNV = ¥(U’ x {0}). Ist nun h € H,
so ist Wy := Ly o ¥, ,, ein Diffeomorphismus auf die offene Umgebung V}, := Lp(V)von hin G
und H NV}, = U, (U’ x {0}). Damit ist gezeigt, dass H eine Untermannigfaltigkeit von G ist. Der
zweite Teil der Behauptung folgt aus

T.H = D‘I’|(0,0)(h/ x {0}) =b".

Beispiel 6.5 Die Gruppe

S(O(m) x O(k)) := {(%1 ;1)2) : A; € O(m), Az € O(k) und det(4,) = det(Ag)}

ist eine abgeschlossene Untergruppe sowohl von O(m+k) als auch von GL(m+k,R). Nach Satz 6.4
ist S(O(m) x O(k)) damit eine Liesche Untergruppe von O(m + k) und von GL(m + k,R). O

Bemerkung 6.6 Man kann zeigen, dass jede Liesche Untergruppe H einer Lieschen Gruppe G
abgeschlossen ist. Also stimmen nach Satz 6.4 die Lieschen Untergruppen von G mit den abge-
schlossenen Untergruppen von G iiberein. g

Sei H weiterhin eine abgeschlossene Untergruppe von G und sei 7 : G — G/H die kanonische
Projektion auf den Faktorraum G/H := {gH : g € G}, d.h. 7(g) := gH fiir g € G. Wir versehen
G/H mit der Quotiententopologie. Eine Menge W C G/H ist damit genau dann offen, wenn
7Y (W) C G offen ist. AuBerdem definieren wir I, : G/H — G/H fiir g € G durch l,(aH) := gaH,
also durch I, o = 7w o L. Offensichtlich gilt l,, 4, =1y, oly, fiir g1,92 € G und l. = idg,p-
Satz 6.7 (i) Die kanonische Projektion w: G — G/H ist stetig und offen.

(ii) Der Faktorraum G/H besitzt eine abzihlbare Basis.

(iii) Fir jedes g € G istly : G/H — G/H ein Homdomorphismus.

(iv) Der Faktorraum G/H ist Hausdorffsch.
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Beweis. (i) Die Stetigkeit von 7 folgt sofort aus der Definition der Quotiententopologie. Sei V C G
offen. Dann ist Ry, (V) fiir jedes h € H offen. Somit ist auch

n i w (V) = J Ly(H) = [ Ba(V)

gev heH

offen, was bedeutet, dass w(V') offen ist.
(ii) Die Behauptung folgt aus (i) und der Tatsache, dass G eine abzéhlbare Basis besitzt.
(iii) Es geniigt einzusehen, dass I, : G/H — G/H stetig ist. Sei W C G/H offen. Da

At wW) =Lt (e (W)

g9

und da L, : G — G stetig ist, ist dann 7= (I, (W)) und damit auch 1" (W) offen.

(iv) Sei g € G und gelte 7(g) # 7w(e). Dann ist g ¢ H. Da H abgeschlossen ist, ist G\ H eine offene
Umgebung von g. Wir wéhlen zunéchst eine offene Umgebungen V C G von e mit Ry(V) C G\ H
und anschlieBend eine offene Umgebungen Vi C G von e mit V; 'V, € V. Dann sind 7(Vp) und
7(Ry(Vp)) nach (i) offene Umgebungen von m(e) bzw. 7(g). Auerdem ist w(Vp) N w(Ry (Vo)) = 0.
Sind némlich a1, as € Vo und gilt 7(a1) = 7(azg), so ist ajh = asg fiir ein h € H und wir erhalten
damit den Widerspruch

aylasg € Ry (Vg 'Vo)NH C Ry(V)NH C (G\H)NH =90.

Seien jetzt g1, g2 € G und gelte 7(g1) # 7(g2). Dann gilt auch = (g;lgl) # m(e). Folglich existieren
nach der Uberlegung oben offene Umgebungen W, und W, von w (gg 191) bzw. 7(e) mit W7 N
Wy = (. Nach (iii) sind dann Iy, (W7) und Iy, (W>) offene Umgebungen von m(g1) bzw. m(g2) und
ly,(Wh) Ny, (W) = 0. O

Satz 6.8 Sei G eine Liesche Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann existiert
eine differenzierbare Struktur auf G/H mit den folgenden Eigenschaften.

(a) Die kanonische Projektion T ist glatt.

(b) Zu jedem py € G/H existieren eine offene Umgebung Wo C G/H wvon po und eine glatte
Abbildung so : Wy — G mit w(so(p)) = p fir alle p € Wy.

(c) Die Abbildung (g,p) € G x G/H w— gp:=1,(p) € G/H ist glatt.

Beweise. Seien ¥, U’', U und V wie im Beweis von Satz 6.4. Sei Uy C U eine offene Umgebung
von 0 mit exp(—wy)exp(wse) € V fiir alle wy,we € Up und sei ¢ : Uy — G/H durch y(w) =
m(exp(w)) definiert. Dann ist ¢ injektiv. Sind némlich wq,ws € Uy und gilt ¢ (w1) = ¥ (wa), so
ist exp(wz) = exp(wy)h fiir ein h € H . Wegen h = exp(—w;)exp(wz) € HNV ist h = exp(v)
fiir ein v € U’. Damit gilt ¥(0,ws) = ¥(v,wy), woraus wy = ws folgt. Offenbar ist ¢ stetig. Wir
zeigen, dass ¢ auch offen ist. Sei Uy C Up offen. Dann ist U’ x Uy offen in U’ x U. Da ¥|,, .,
und 7 offen sind, ist folglich ¢(Uy) = w(¥(U’ x Uy)) eine offene Teilmenge von G/H. Also ist
W :=9(Uy) offen und 9 ein Homéomorphismus. Fiir g € G sei ¢, ;=1 0% : Uy — W, :=1,(W)
und ¢y = ¢, 1 Wy — Up. Dann ist Ag/p = {(Wy, @) : g € G} ein C-Atlas von G/H.
Tatséchlich ist |J W, = G/H. AuBerdem sind nach der Uberlegung oben alle W, offen und alle

geG
g Homoomorphismen. Es bleibt zu verifizieren, dass die Kartenwechsel glatt sind und dass die von

Ag/n bestimmte differenzierbare Struktur die angegebenen Eigenschaften besitzt. Dazu setzen wir
Vg :=n"Y(Wy) und s, := L, o expoy, : W, — G fiir g € G und beweisen das folgende Lemma.

Lemma 6.9 Fiir jedes g € G gilt:
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(i) Die Abbildungen g4 o0 7T|V Vg — U und sy 0@t : Uy — G sind glatt.
(ii) Esist mos, = idyy,.

Beweis. (i) Die inversen Abbildungen zu Ry, o L, o ¥
Atlas von Vj. AuBerdem gilt

h € H, bilden einen differenzierbaren
U’ xUy Y )

70 Ry, 0 Ly 0 U(v,w) = Ly o wlexp(w) exp(v)) = Ly (m(exp(w))) = ty(w)

d.h.
pgomoRyoL,o¥(v,w) =w
fir (v,w) € U’ x Up. Damit ist gezeigt, dass ¢, o W‘Vg glatt ist. Der zweite Teil folgt sofort aus
Sg O gp;l = (Lgo exp)|U0.
(ii) Fiir alle p € W, gilt
mosy=mo Ljoexpoyp, =1l,0moexpop, =140 p, =idw, .

O

Fortsetzung des Beweise von Satz 6.8. Seien g, ¢’ € G und gelte Wy NW, # (0. Nach Lemma 6.9(ii)
ist

Py 00y () = (pg om0 (sg0057) (p)
fiir p € Wy N W,y Also ist der Kartenwechsel ¢, o ¢! nach Lemma 6.9(i) die Verkettung von

glatten Abbildungen und damit selbst glatt. Die Eigenschaften (a) und (b) ergeben sich jetzt
ebenfalls aus Lemma 6.9. Die Eigenschaft (c) folgt aus (a), (b) und

Ly(p) = ly(m(s0(p))) = 7(gs0(p))
fur p € Wy. O

Im Weiteren sei G/H stets mit der von Ag, g bestimmten differenzierbaren Struktur versehen.

Folgerung 6.10 (i) Der Faktorraum G/H ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer
kanonischen transitiven Wirkung von G.

(ii) Die Dimension von G/H ist dim G — dim H.
Beweis. (i) Die Behauptung folgt aus den Sétzen 6.7 und 6.8.
(ii) Aus den Beweisen der Siitze 6.4 und 6.8 ergibt sich
dimG/H = dimm = dimg — dimh’ = dimG — dim H .
g

Wir betrachten jetzt einen beliebigen homogenen Raum (M, G). Ist H der Stabilisator eines Punk-
tes von M, so ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G und damit, wie oben gezeigt, G/H
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Satz 6.11 Sei (M, Q) ein homogener Raum, sei H der Stabilisator eines Punktes qo € M und
gelte dim M = dim G — dim H. Dann ist durch

®(aH) := aqo (6.1)
ein Diffeomorphismus ® : G/H — M mit

Poly=Lso® (6.2)
fir alle g € G definiert.
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Beweis. Offensichtlich ist durch (6.1) eine Bijektion ® : G/H — M mit (6.2) definiert. Ist so : Wy —
G wie in Satz 6.8, so gilt ®(p) = so(p)go fiir p € Wy. Folglich ist @ glatt. Fiir die Glattheit von
®~! geniigt es zu verifizieren, dass das Differential D®|, : T,G/H — Ty, M fiir jedes p € G/H
ein Isomorphismus ist. Wir haben

D®| 51 0 Dlylesr = dLy|g, © D|esr

und wissen, dass die Linkstranslationen I, und L, und die Abbildung ¢ : Uy — G/H aus dem
Beweis von Satz 6.8 Diffeomorphismen sind. Da auflerdem dim M = dim G — dim H, reicht es zu
zeigen, dass D(® o ¢)|o : m — Ty, M injektiv ist. Sei v € m. Wegen ® o ¢(u) = P(exp(u)H) =
exp(u)qo fiir u € Uy ist

D(@ o )lo(v) = 3 exp(tv)

Gelte jetzt D(® o 1))|g(v) = 0 und sei ¢ : R — M durch c(s) := exp(sv)qo definiert. Dann ist

t=0

d
=% exp((s + t)v)qo

. d
é(s) = En exp(tv)qo

t=s t=0

d
— exp(sv) exp(tv)qo

dt t

d
= DLexp(sv) (d eXP(w)QO

)-o.
t=0

Also ist ¢ konstant und damit exp(sv)go = qo, d-h. exp(sv) € H fiir alle s € R. Mit Satz 6.4 folgt
v € h. Da aber auch v € m, ist v = 0. g

t=0

Bemerkung 6.12 Die Voraussetzung dim M = dim G — dim H in Satz 6.11 kann weggelassen
werden. Vgl. S. Helgason: Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces. O
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7 Homogene Vektorbiindel
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 7.1 Ein Paar (€,7g) bestehend aus einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit £ und
einer Abbildung mg : £ — M heifit K-Vektorbiindel iber M vom Rang n <

(a) Fir jedes p € M ist &, = nz ' ({p}) ein K-Vektorraum der Dimension n.

(b) Zu jedem py € M existieren eine offene Umgebung U wvon py und ein Diffeomorphismus
= (¢',¢%) : 121 (U) — U x K™ mit den folgenden Eigenschaften.
£

(1) Fir alle ¢ € 7z ' (U) ist ¢1(€) = me(£).
(2) Fiir jedes p € U ist die Abbildung & € &, — ¢*(§) € K™ ein linearer Isomorphismus.

Die Mannigfaltigkeiten £ und M heifilen der Totalraum bzw. die Basis von (€, 7¢) und &, die
Faser von (€, m¢) iiber p. Ein Paar (U, ¢) wie in (b) wird eine Biindelkarte von (€, 7¢) genannt.
Die Definition impliziert, dass die Abbildung 7¢ glatt und surjektiv ist. Statt (€, 7g) werden wir
im Weiteren auch einfach & schreiben.

Beispiel 7.2 Das Tangentialbiindel TM und das Kotangentialbiindel T*M sind reelle Vek-
torbiindel iiber M vom Rang m = dim M, wobei (T'M), = T,M und (T*M), = T,; M. Sind
d1,...,0n, die kanonischen Vektorfelder zu einer Karte (U,x) von M und dz', ..., dz™ die dazu
dualen 1-Formen, so sind durch

¢ <Z /\Z-ai(p)> = (Z )\idxi|p> = (D, ALy Am)
i=1 i=1
fir p € U und A1, ..., A € R Biindelkarten ¢ und ¢ von TM bzw. T*M definiert. O

Sei G wieder eine Liesche Gruppe.

Definition 7.3 (i) FEin Vektorbiindel £ iber M heifit G-Vektorbiindel :<—-

(a) G wirkt auf € und auf M.
(b) Fiir alle g € G gilt mg o Ly = Lg o 7g.
(c) Fir alle g € G und alle p € M ist die Abbildung { € €, — Ly(&) € &), linear.

(ii) Ein G-Vektorbiindel £ diber M heifst homogen <= G wirkt transitiv auf M.

Ein G-Vektorbiindel ist also ein Vektorbiindel £ mit einer Wirkung von G auf £ derart, dass
Fasern in Fasern iiberfithrt werden und G in den Fasern linear operiert. Es ist ein homogenes
G-Vektorbiindel, wenn die Basis M mit der induzierten G-Wirkung ein homogener Raum ist.

Beispiel 7.4 Sei (M,G) ein homogener Raum. Dann sind das Tangentialbiindel TM und das
Kotangentialbiindel 7" M mit den wie folgt definierten Wirkungen homogene G-Biindel. Fiir g € G,
veT,M und a € Ty M sei

Ly(v) :=DLy(v) € Typ,M und Ly(e):=aoDLyl, € Ty, M .

Definition 7.5 Seien £ und £y zwei G- Vektorbiindel iber M.
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(i) FEine glatte Abbildung ® : & — &5 heifit G-Vektorbiindel-Isomorphismus <=

(a) Fiir jedes p € M ist ®((&1)p) C (£2)p, d-h. T, 0 @ = 7g,.
(b) Fliir jedes p € M ist & € (E1)p — ®(§) € (£2), ein linearer Isomorphismus.
(c) Fir alle g€ G gilt PoLy=Lyo .
(ii) Die G-Vektorbiindel & und & heiffen isomorph <= Es ezistiert ein G-Vektorbindel-Iso-

morphismus ® : £, — Es.

Bemerkung 7.6 Ist ® : &, — & ein G-Vektorbiindel-Isomorphismus, so ist ® ein Diffeomorphis-
mus und auch &1 : & — & ein G-Vektorbiindel-Isomorphismus. O

Wir geben jetzt ein Konstruktionsverfahren fiir homogene G-Vektorbiindel an. Sei H eine abge-
schlossene Untergruppe von G, sei E ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei k : H — GL(E)
eine Darstellung von H. Durch

Ry(a,v) = (ah, K (hil) v)

fir h € H und (a,v) € G x E definieren wir eine Rechtswirkung von H auf G x E. Sei der
Faktorraum G X, E := (G x E)/H dieser Wirkung mit der Quotiententopologie versehen und
bezeichne [a,v] € G X, E den Orbit von (a,v) € G x E. Wir definieren 7, : G x,; E — G/H durch
7 ([a, v]) = 7(a), wobei 7 : G — G/H wieder die kanonische Projektion ist. Sei p € G/H und sei
a € 7~ *({p}). Wir fithren auf

(G %x B)p = ({p}) = {la,v] : v € E}

durch
[a,v] + [a, V'] :=[a,v+ V'] und Ma,V]:=[a, \V]

fiir A € K eine Vektorraumstruktur ein. Sei h € H. Dann ist [a, v] := [ah, s (h™!) v] und [a, V'] :=
[ah, K (h~1) v']. Weiter gilt

la,v + V] = [ah, 5 (h71) (v + V)] = [ah,k (h7F) v + 5 (A7) V]

und
[ah,k (h™') (AV)] = [ah, Ak (K1) v] .

Somit héngt die Vektorraumstruktur auf (G x, E), nicht von der Wahl von a € 7=1({p}) ab. Sei
Ly:GxxE— Gx,E fir g € G durch Ly([a,V]) := [ga, v] definiert. Dann gilt

T (Lg([a,v])) = mx([ga, v]) = m(ga) = ly(m(a)) = ly(mx([a, v])) .

Nach Satz 6.8 gibt es zu jedem py € G/H eine Umgebung Wy von py und eine glatte Abbildung
so : Wo — G mit 7(so(p)) = p fiir alle p € Wy. Wir definieren ¢ : Wy x E — 71 (W) durch

¥(p,v) = [s0(p), v] -
Sei a € 71 (W) und sei v € E. Dann ist so(n(a))"ta € H und somit
[a,v] = [so(m(a))so(m(a)) " "a,v] = [so(m(a)), & (so(m(a)) " "a) v] .
Fiir die Abbildung ¢ := ¢! : 71 (Wy) — Wy x E gilt demnach
o(la,v]) = (m(a), & (so(m(a))~a) v) . (7.1)
Es ist jetzt nicht schwer einzusehen, dass die Gesamtheit aller dieser Abbildungen ¢ (nach Iden-

tifizierung von F mit K") einen differenzierbaren Atlas von Biindelkarten von G x, E bildet.
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Beziiglich der dadurch bestimmten differenzierbaren Struktur auf G x, E ist die Abbildung
(a,v) € G X E — [a,v] € G X, E nach (7.1) glatt. Wegen

L9(¢(p7 V)) = [gSo(p),V]
ist dann auch die Abbildung
(9:8) € G X (G Xx E) = Ly(§) € G X E

glatt. Insgesamt haben wir damit gesehen, dass (G x,, F, ) ein homogenes G-Vektorbiindel iiber
G/H ist.

Als Néchstes zeigen wir, dass jedes homogene G-Vektorbiindel £ so beschrieben werden kann. Dabei
koénnen wir nach Satz 6.11 annehmen, dass die Basis M von £ ein Faktorraum G/H nach einer
abgeschlossenen Untergruppe H von G ist.

Satz 7.7 Sei £ ein homogenes G-Vektorbiindel iber G/H. Dann existiert eine Darstellung  :
H — GL(FE) derart, dass G x,; E und & isomorph sind.

Beweis. Sei E .= E.p. Ist v€ Eund h € H, so ist
we(Lp(v)) = lh(me(v)) = lh(eH) = eH

und somit Ly(v) € E. Auflerdem ist die Abbildung Lh‘E : E — E nach Definition 7.3(i) linear.
Folglich definiert x(h)(v) := Lp(v) eine Darstellung « : H — GL(E). Fiir [a,Vv] € G x,, E setzen
wir ®([a,v]) := Ly(v). Wegen

Lan (k (h_l) V) = Lan(Lp-1(v)) = La(v)

fir h € H ist dadurch eine Abbildung ® : G x, E — & bestimmt. Ist ¢ : Wy x E — m. (W) wie
oben angegeben, so ist

(I)(’lli(p, V)) = Lso(p) (V) .

Demzufolge ist @ glatt. Es bleibt zu verifizieren, dass ® die Eigenschaften aus Definition 7.5 besitzt.
Offensichtlich gilt (b). Weiter ist

me(@([a, v])) = me(La(v)) = la(me(v)) = la(eH) = aH = m(a) = 7x([a, V])

und
O(Ly([a,v])) = @([9a,V]) = Lga(V) = Lg(La(V)) = Ly(®([a, v])) -
Damit hat ® auch die Eigenschaften (a) und (c). O

Definition 7.8 Sei £ ein Vektorbiindel iber M. Eine Abbildungs: M — & heifst ein Schnitt von
£ < mgos=1idy.

Die Menge der glatten Schnitte von &€ bezeichnen wir mit I'(£). Damit ist I'(TM) = X(M) und
L(T*M) = QY (M). Ist £ ein G-Vektorbiindel iiber M, so sei g.s € T'(€) fiir g € G und s € T'(€)

durch
(9+5)(p) := Ly (s (97 'p))
definiert.

Bemerkung 7.9 Ist (M, g) ein homogener Raum und ist X € X(M), so ist . X = (Lg).X. O

Sei weiterhin x : H — GL(FE) eine Darstellung von H iiber dem K-Vektorraum E und bezeichne
C(G, E) die Menge der glatten Abbildungen o : G — E mit der Eigenschaft, dass

o(ah) =k (h™") o(a)
fir allea € G und h € H.
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Satz 7.10 Es gibt einen kanonischen Isomorphismuss € (G x,, E) — st € C>(G, E). Dabei gilt

(fs)*(a) = f(r(a)s(a) und (g.s)*(a) =5 (97 a) (7.2)
firseI'(G x, E), f € C*(G/H,K) und a,g € G.
Beuweis. Sei s € T'(G x, E). Wir definieren s* : G — E durch [a,s*(a)] = s(n(a)). Fiir h € H gilt

dann
[ah,s*(ah)] = s(n(ah)) = s(r(a)) = [a,s*(a)] = [ah,r (h")s*(a)]

und damit
s*(ah) = K (r7h) s*(a) .

Ist so : Wy — G wie in Satz 6.8(b), so gilt s(p) = [so(p),s"(so(p))] fiir alle p € Wy. Folglich ist die
Abbildung s o sy glatt. Wegen

s*(a) = s* (so(m(a))so(w(a)) "a) = & (a 'so(m(a))) $*(s0((a)))

fiir @ € 71 (Wp) ist dann auch s* glatt. Offensichtlich ist die Zuordnung s + s* ein Isomorphismus
von I'(G x,, E) auf C°(G, E). Ist schliefllich f € C*>°(G/H,K) und g € G, so haben wir

[a, (fs)F(a)] = f(n(a))s(n(a)) = [a, f(7(a))s*(a)]

und

[a, (9:5)%(a)] = (g.35)(w(a)) = Ly (s (n (97 "a))) = Ly [97"a,5* (97" a)] = [a,s* (97 a)] ,

was (7.2) liefert. O

Definition 7.11 FEin homogener Raum G/H heifst reduktiv <= Es existiert ein Unterraum
m C g mit der Eigenschaft, dass g = @ m und Ad(h)(m) C m fir alle h € H.

Beispiel 7.12 Nach Beispiel 5.18 ist S™ = SO(n + 1)/SO(n). Dies ist ein reduktiver Raum. Ist
nidmlich SO(n) < SO(n + 1) wie in Beispiel 5.18, so ist

m:z{(_gT J(;) GM(n—i-l,R):a:eR”}

ein zu o(n) komplementérer Unterraum von o(n + 1) und fir Ag € SO(n) und z € R™ gilt

Ado) <—2T g) - (%0 (1)> (—?BT g) G)OT (1)) = (—(A?)x)T A8x> :

Satz 7.13 Sei M = G/H ein reduktiver homogener Raum und sei m wie in Definition 7.11. Dann
sind die homogenen G-Vektorbiindel G x aq m und T M isomorph.

O

Beweis. Wir definieren @ : G x pq m — T'M durch ®([a,w]) := DI, (Dn(w)). Wegen
Dn(Ad(h)w) = Dm o DLy, 0o DRy -1 (w) = DI}, 0o Dt o DRy -1 (w) = DI (Dr(w))

ist diese Definition korrekt. Die Abbildung & ist offensichtlich glatt. Mit Hilfe der Tatsache, dass
dr| :m — Ty M nach Satz 6.8 ein Isomorphismus ist, verifiziert man leicht, dass ® ein G-
Vektorbiindel-Isomorphismus ist. O
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