Einleitung

Betrachtet man ein freies Teilchen in R? mit Spin 1/2, so wird die Bewegung dieses Teilchens in
der relativistischen Quantenmechanik formal durch die Differentialgleichung
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beschrieben. Dabei ist die auf R x R3 definierte Funktion ¢ = (¢, z,y, z) die Zustandsfunktion
des Teilchens und A der Laplace-Operator auf R3, d.h.

Auflerdem ist m die Ruhemasse des betrachteten Teilchens, /i das Plancksche Wirkungsquantum
und c die Lichtgeschwindigkeit.

Dies wirft die Frage nach einer Wurzel P des Laplace-Operators
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auf R™ auf. Dabei wirkt A auf Funktionen f : R™ — C™, wobei m noch geeignet zu wéhlen ist. Fiir

n = 2 kann solch eine Wurzel wie folgt konstruiert werden. Wir definieren einen Differentialoperator
P: C>®(R? C?) — C*(R?,C?) durch
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fir f = f(z,y) und g = g(z,y), wobei
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Man rechnet nun nach, dass

V=7 =—E und 7y +7y% =0,

Dabei bezeichnet hier und im Folgenden F,, die n X n-Einheitsmatrix. Folglich gilt
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Also ist P eine Wurzel aus A. Aus der Konstruktion folgt auBerdem, dass der Kern von P aus
allen Paaren (f,g) einer holomorphen Funktion f und einer antiholomorphen Funktion g besteht.

Sei jetzt n € N beliebig. Analog zum obigen Fall nehmen wir an, dass P ein Differentialoperator
erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist. Es sei also

- 0
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mit komplexen m x m-Matrizen 7. Dann ist
2

- 0? 0
P? = P — S
321% (022 + k§<l(7k% + k) D2k O

Demzufolge gilt P? = A genau dann, wenn die Relationen
'y,?:—Em, k=1,...,n,
und

Y+ =0, k#I,

erfiillt sind. Wie man leicht iiberpriift, leisten im Fall n = 3 die Matrizen
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das Gewlinschte. Bekanntlich sind —iy3, —iys, —i7y; die so genannten Pauli-Matrizen. Die Frage ist
nun, wie man fiir allgemeines n Realisierungen der obigen Relationen findet. Dabei mochte man
einerseits haben, dass m moglichst klein ist. Andererseits soll diese Realisierung unabhéngig von
der Wahl von Koordinaten, also von der Wahl eines Bezugssystems sein. Genauer méchte man
Folgendes haben. Ist z = (:1:1, . ,x") € R™ und v € C™, so definieren wir das Produkt x-v € C™

durch
n
T = Z :zrk'ykv .
k=1

Gesucht ist nun eine Darstellung von SO(n) iiber C™, d.h. ein Homomorphismus s : SO(n) —
GL(m,C) mit

(Az) - k(A)v = k(A)(z - v)
fiir alle A € SO(n), x € R” und v € C™. Das Problem ist, dass es solch einen Homomorphismus
i.Allg. nicht gibt. Um trotzdem der zweiten Forderung geniigen zu konnen, werden wir die Spin-
Gruppe Spin(n) einfithren und fiir diese eine geeignete Darstellung konstruieren.

1 Algebraische Grundlagen

1.1 Die Clifford-Algebra

Bezeichne (, ) das Euklidische Skalarprodukt auf R™ und sei {ey,...,e,} die Standardbasis von
R™.

Definition 1.1.1 Die Clifford-Algebra C,, ist die reelle, assoziative Algebra mit 1, die von R™
mit den Relationen
zy +yr = —2z,y) (= -2z,y)1), =zyeR",

erzeugt wird.



Aquivalent kénnen wir sagen, dass C,, die reelle, assoziative Algebra mit 1 ist, die von {ej,...,e,}
mit den Relationen
ekel—i—elek:—%kl, kil=1,...,n,
erzeugt wird. Folglich bilden 1 und
ey, €, e 1<ki<k<---<k,<n,

m )

eine Basis von C,,. Insbesondere ist
dimC,, = 2" .

Desweiteren kénnen wir R und R™ als lineare Unterrdume von C,, verstehen.

Beispiel 1.1.2 Die Clifford-Algebra C; ist zum Ko&rper C der komplexen Zahlen isomorph.
Tatséchlich definiert
e ¢ Cl —1e€C

einen Algebrenisomorphismus. O

Beispiel 1.1.3 Die Clifford-Algebra Cy ist zum Schiefkérper H der Quaternionen isomorph. Sind
némlich i, j, k die imagindren Einheiten von H, so liefern die Zuordnungen

ep—1i, e—]j, ee—k

einen Algebrenisomorphismus von Cy auf H. Analog ist C3 zu der Unteralgebra der Algebra M (2, C)
der komplexen 2 x 2-Matrizen isomorph, die von der Einheitsmatrix Fy und allen A € M (2, C) mit

Tr(A) =0 und AT =-A4

erzeugt wird. Der entsprechende Isomorphismus ist hier durch
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gegeben. Die obigen Matrizen sind ndmlich die Matrixdarstellung der Multiplikation mit i, j, k von
links nach Identifizierung von H mit C? lings

(21,22) € C? — 21 —jzo € H.

O

Beispiel 1.1.4 Die Clifford-Algebra Cs ist zu H @ H isomorph, wobei die Multiplikation in H & H
durch

(pb(h) : (pzafh) = (p1Q1,p2QQ)

definiert ist. Ein entsprechender Algebrenisomorphismus ist durch
€1 — (171) 3 €y — (J7J) B €3 — (ka _k)
bestimmt. g

Bemerkung 1.1.5 Man kann weiter zeigen, dass

Ci = M(2,H), C5s = M(4,C), Cs= M(8,R), C;= M(8,R)® M(8,R), Cs = M(16,R) .

Allgemein haben wir



Satz 1.1.6 Sei CC die Komplezifizierung CS der Clifford-Algebra C,,.

(i) Ist n = 2m gerade, so ist CS isomorph zu

M@2™C)=2=M2,C)®---@M(2,C) .

m

(ii) Ist n = 2m + 1 ungerade, so ist CS isomorph zu

M(@2™,C)® M(2™,C) = (M(2,C)®---® M(2,C)) & (M(2,C) ®---® M(2,C)).

m m

Beweis: Sei

i 0 0 1 0 1
per, v () 0) ve (5 ) Te(00).

Ist n = 2m, so definieren wir ¢,, : CS — M (2™, C) durch

tn(ezj—1) =T® - TQURFE®---QFE,
N——— N———

Jj—1 m—j
On(er) =T® - RTRAVRER®---®F
—— —

j-1 m—j

firj=1,...,m. Da
U?=V?=—E, T?=F und UV =iT,

erfiillen die Matrizen ¢, (ex) die gleichen Relationen wie die Erzeugenden e von C,,. Auflerdem
wird M (2™,C) von ¢, (e1),..., d,(e,) multiplikativ erzeugt und es gilt

dim C? = dim M(2™,C) .

Folglich ist ¢,, ein Isomorphismus.

Ist nun n = 2m + 1, so definieren wir ¢,, : CS — M (2™,C) @ M (2™, C) durch

bn(e)) = (P2m(e)), pam(e;)) , j=1,...,2m,
tn(en) =(1T® - T, -iT®---0T).

Analog zum ersten Fall verifiziert man, dass auch hier ¢,, ein Isomorphismus ist. O

Beispiel 1.1.7 Es ist

doler) = ( (1) f’i > und  do(en) — ( _01 (1) )

Damit ist ¢o die Komplexifizierung des in Beispiel 1.1.3 angegebenen Isomorphismus. Analog erhélt

sen=((a %)-(0 4))
wer= (5 8)-(53)
aen=((43)-(14))

und der in Beispiel 1.1.3 beschriebenen Identifikation von H mit einer Unteralgebra von M (2,C),
dass ¢3 die Komplexifizierung des Isomorphismus aus Beispiel 1.1.4 ist. O



Ist n = 2m oder n = 2m + 1, so setzen wir

A, =C"2C’@---0C?.
N—————

m

Die Elemente von A,, werden komplexe n-Spinoren genannt. Auierdem sei #,, : CS — End(A,,)
der im Beweis von Satz 1.1.6 angegebene Isomorphismus ¢,,, falls n gerade ist, und pr; o¢,,, falls n
ungerade ist. Dabei ist pr; die Projektion auf die erste Komponente. Der Algebrenhomomorphimus
Ky, heift die Spin-Darstellung von CC.

Seien o : C,, — C,, und (3 : C,, — C,, die durch
aleg, ek, - ek, ) = (—1)"ey, ek, - e, und [(er ek, e, ) =€k, ek _, €k
definierten linearen Abbildungen. Wie man leicht sieht, gilt
Lemma 1.1.8 (i) Fir alle z € R™ ist a(z) = —z und B(z) = .
(i) Fir alle u,v € Cp, gilt a(uv) = a(w)a(v) und Buv) = B(v)B(u).
(i) a? = 32 =idc, und aff = Ba. O

Wir setzen
Cl={wel,:alv)=v} und C.={veC,:alw)=—v}

Lemma 1.1.9 (i) C, =C2aC}.

(i) €2-co cch,cl-cl ccl,ct-cdccl undCl-CL c CO. Insbesondere ist CO eine Unteralgebra
von Cp,. O

Lemma 1.1.9 besagt, dass die Clifford-Algebra C,, eine Zs-graduierte Algebra ist.

Lemma 1.1.10 Seiu € C2. Dann gilt
wv =vu fir ale veC, (1.1.1)

genau dann, wenn u € R.

Beweis: Offensichtlich ist (1.1.1) &dquivalent zu

ejue; = —u fir j=1,...,n. (1.1.2)
Mit
U= E U, .c, € - €]
€1,..,en€{0,1}
e1++en€2Np
ist

; I el ... b
ejue; = E Ue,...c, €j€] e

_ 2 :(_1)51+-.~+aj,1+€j+1+...+enusl___gneil . ei"e?

Folglich gilt (1.1.2) genau dann, wenn

€j

c L
Ugy e, = (D) ug,..., fir j=1,...,n,

d.h. wenn uc,..., = 0 fiir (g1,...,e,) # (0,...,0). Die letzte Bedingung bedeutet aber gerade,
dass u € R. O]



1.2 Die Pin- und die Spin-Gruppe

Fiir jeden Vektor x € R™ C C,, gilt

2 =xx=—(v,2) = —||z*.

Ist folglich = # 0, so ist « in C, invertierbar und

1 x

_”7“ )
Bezeichne S™~! wie iiblich die Einheitssphire in R™, d.h.
Svli={z eR": ||z| =1} .
Seien 21,...,%m € S* ! und sei v = 1 - - - T, € Cp,. Dann ist u invertierbar und
uwt=a(Bu) = (=) ™z -z .
Tatséchlich ist

ua(B(u)) = (=1)™ a1+ T T - 21

= (—1)m (—||33m||2) 1 Tm—1Tm—1"""T1

Folglich bilden alle u C C,, der Form
U=2T1"""Tm

mit m € Ng und 1, ...,2,, € S""! eine Untergruppe der Gruppe C;: der invertierbaren Elemente
von C,. Diese Untergruppe wird mit Pin(n) bezeichnet und die Pin-Gruppe genannt. Offensichlich
ist Spin(n) := Pin(n) N CY eine Untergruppe von Pin(n). Sie heiBt die Spin-Gruppe. Die Spin-
Gruppe Spin(n) besteht also aus allen 1 - - - z,,, € Pin(n), fiir die m gerade ist.

Wir wollen jetzt einen Homomorphismus p : Pin(n) — O(n) definieren. Zunéchst zeigen wir
Lemma 1.2.1 Fir alle z1,...,2m,y € R ist 21 - 2nyf(z1 -+ - ) € R™.

Beweis: Fir z,y € R™ gilt
zyr = (~yz — 2(z,y))x = —ya® = 2z, y)z = ||lz|*y — 2(z, y)z € R" .

Da

xl...xmyﬂ(xl...xm):xl...xnlyl'm...xl,

folgt mittels Induktion die Behauptung. O

Sei u € Pin(n) und y € R™. Nach Lemma 1.2.1 ist dann auch uyS(u) € R™. Somit definiert
p(u)(y) = uyp(u)

eine Abbildung p(u) : R™ — R™. Offensichtlich ist diese Abbildung linear. Auflerdem haben wir

Satz 1.2.2 (i) Fir alle u € Pin(n) ist p(u) € O(n).

(ii) Die Abbildung p : u € Pin(n) — p(u) € O(n) ist ein Gruppenhomomorphismus.
(iii) Es ist p~1(SO(n)) = Spin(n).



Beweis: (i) Sei u € Pin(n) und y € R™. Mit 8(u) = +u~! schlieen wir
(p(u)(y), p(u)(y)) = —(p(u) () (p(u)(y))
= —uyB(u)uyB(u)
= —uyutuyuT! = —uyyu~t = (y,y)unTt = (y,y)

(ii) Sei auch v € Pin(n). Nach Lemma 1.1.8 gilt dann
puv)(y) = uvyfuv) = uoyf(v)B(u) = p(u)(vys(v)) = p(uw)(p(v)(y)) -
(iii) Sei € S"~1. Nach dem Beweis von Lemma 1.2.1 ist dann

p(x)(y) =y — 2(z,y)x .

Das bedeutet, dass p(x) die Spiegelung an dem zu x orthogonalen Unterraum ist. Insbesondere ist

det(p(z)) = —1.

Fir u = x1 - - -z, gilt somit

det(p(u)) = det(p(z1) - - - p(xm)) = (=1)™ .

Also ist dann und nur dann det(p(u)) = 1, wenn m gerade ist, d.h. wenn u € Spin(n). O

Als endlich-dimensionaler Vektorraum besitzt die Clifford-Algebra C,, eine kanonische differenzier-
bare Struktur. Damit kénnen wir z.B. auch fragen, ob p stetig ist.

Satz 1.2.3 (i) Der Gruppenhomomorphismus p : Pin(n) — O(n) ist stetig und surjektiv und
Kerp = {£1}.

(ii) Ist n > 2, so ist Spin(n) zusammenhdingend.

Beweis: (i) Da die Multiplikation in C,, bilinear ist, ist sie auch differenzierbar. Dies impliziert, dass
p stetig ist. Die Surjektivitéit von p folgt aus dem Beweis von Satz 1.2.2(iii) und dem Fakt, dass jede
orthogonale Abbildung die Verkniipfung von Spiegelungen ist. Sei u € Ker p. Nach Satz 1.2.2(iii)
ist dann w € Spin(n). Damit ist

pu)(z) =« firalle ze€R"”
zu
wv =vu fir alle v e€C,

dquivalent. Da u als Element von Spin(n) in C9 liegt, folgt mit Lemma 1.1.10, dass v € RNSpin(n) =
{%1}. Die umgekehrte Inklusion {+1} C Ker p ist offensichtlich.

(ii) Sei n > 2. Auf Grund von (i) und Satz 1.2.2(iii) geniigt es zu zeigen, dass es einen Weg
¢ :[0,1] — Spin(n) mit ¢(0) = 1 und ¢(0) = —1 gibt. Offensichtlich leistet

= (s () oo (2) ) (i () oo (2) )
= cos (t) + sin (nt) ee;

das Gewdlinschte. O

Bemerkung 1.2.4 (i) Satz 1.2.3 impliziert, dass die Abbildung p : Spin(n) — SO(n) fiir n > 2
eine zweifache Uberlagerung ist. Somit existiert eine offene Umgebung U C Spin(n) von 1
derart, dass die Abbildung p‘U : U — p(U) ein Homdomorphismus auf eine offene Umgebung
p(U) C SO(n) von E,, ist.



(ii) Die Gruppen Pin(1) und Spin(1) werden als Untergruppen von C; von den Elementen +e;
bzw. d-e? erzeugt. Also ist

Pin(1) = {#+ey,£1} und Spin(1) = {£1}.
O

Beispiel 1.2.5 Wir erldutern die Situation fiir n = 2 und benutzen dafiir die in Beispiel 1.1.3
angegebene Identifikation von Cy mit H. Damit ist

C)=RPRee;=R®Rk und C;=Re; ®Rey;=Ri®Rj

und folglich
={pecCy:|p|=1} .
Dies impliziert, dass
Pin(2) = {peC3UCy : |p| =1}

und
Spin(2) = {p €CY : |p| = 1} = {cos(s) + sin(s)k: s € R} .

Insbesondere ist Spin(2) vermoge

cos(s) + sin(s) k € Spin(2) — ( C(.)S(S) —sin(s) ) € S0(2)

sin(s)  cos(s)
isomorph zu SO(2). Sei u = cos(s) + sin(s) k € Spin(2). Dann ist

plu)(i) = uiu™"

= (cos®(s) — sin®(s)) i+ 2 cos(s) sin(s) j
= Cos(25) + sin(2s) j

und analog
p(u)(j) = —sin(2s) i+ cos(2s)

In der Basis {i,j} von C} gilt also

1.3 Die Lie-Algebra der Spin-Gruppe

Definition 1.3.1 FEine reelle (bzw. komplexe) Lie-Algebra ist ein Paar (a,[ , ]) bestehend aus
einem reellen (bzw. komplezen) Vektorraum a und einer bilinearen Abbildung

[,]:(X,)Y)€axar—[X,Y]€a
mit den folgenden beiden Figenschaften.
(1) [, ] ist schiefsymmetrisch, d.h. [X,Y] = —[Y, X] fir alle X,Y € a.
(2) [, ] erfillt die Jacobi-Identitit, d.h.
(X, Y], 21+ [V, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0

fir alle X,Y, Z € a.



Sei A eine endlich-dimensionale reelle oder komplexe, assoziative Algebra mit 1 und sei A* die
Gruppe der invertierbaren Elemente von A. Dann ist A* eine offene Teilmenge von A. Damit ist
A* eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und fiir jedes a € A* stimmt der Tangentialraum T,.A*
an A* im Punkt a mit A {iberein. Wir verleihen A durch

[a,b] :=ab—ba fir a,be A

die Struktur einer Lie-Algebra.

Definition 1.3.2 Fine Teilmenge G C A* heifst Liesche Untergruppe von A* <= G ist
sowohl eine Untergruppe als auch eine Untermannigfaltigkeit von A*. Die Dimension dim G von
G ist dann die Dimension der Untermannigfaltigkeit G.

Lemma 1.3.3 Sei G eine Liesche Untergruppe von A*. Fir alle a,b € T'G ist dann auch [a,b] €
T1G.

Beweis: Seien a,b € T1G. Dann existieren Kurven ¢, und ¢, in G mit ¢,(0) = ¢,(0) = 1, ¢,(0) =
a und ¢(0) = b. Da G eine Gruppe ist, ist cq(t)cp(s)cqa(t)™1 € G fiir alle s,t. AuBerdem ist
ca(t)ep(0)ca(t) ™1 =1 fiir alle ¢. Folglich ist

4 Ben(s)ealt)™

ca(t)beg(t)™t = P

c TG
s=0

fiir alle t. Hiermit sehen wir, dass

gca(t) bca(t)*1

[a,b] = ab — ba = ¢,(0)b — b, (0) = T

e TG .
t=0

O

Ist G eine Liesche Untergruppe von A*, so ist g := T1G nach Lemma 1.3.3 eine Lie-Unteralgebra
von A. Diese Unteralgebra wird die Lie-Algebra von G genannt.

Beispiel 1.3.4 Der Raum M (n,R) der reellen n x n-Matrizen ist eine reelle, assoziative Algebra
mit 1. Die Gruppe M (n,R)* der invertierbaren Elemente von M (n,R) ist GL(n,R). Die Gruppe

SO(n) = {A € M(n,R): AAT = E, und det A =1}
ist eine Liesche Untergruppe von GL(n,R). Die Lie-Algebra von SO(n) ist
so(n) ={XeMnR): X +X" =0} .

Folglich ist dim SO(n) = n(n —1)/2. O

Beispiel 1.3.5 Der Raum M (n,C) der komplexen n x n-Matrizen ist eine komplexe, assoziative
Algebra mit 1. Hier ist M (n,C)* = GL(n,C). Die Gruppe

SU(n) = {A € M(n,C): AAT = E,, und det A = 1}
ist eine Liesche Untergruppe von GL(n, C). Deren Lie-Algebra ist
su(n) = {X € M(n,C): X + X" =0 und Tr(X) =0}
und demzufolge ist dim SU(n) = n? — 1. Man beachte, dass su(n) nur eine reelle Lie-Algebra ist.

O

Die folgenden beiden Sétze implizieren, dass Spin(n) eine Liesche Untergruppe von C; ist.



Satz 1.3.6 Ist G eine Untergruppe von A* und ist G abgeschlossen in A*, so ist G eine Liesche
Untergruppe von A*.

Beweis: Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [2]. O

Satz 1.3.7 Fir v € C, gilt v € Spin(n) genau dann, wenn v die folgenden drei Eigenschaften
besitzt.

(1) vecl.
(2) vB(v) = 1.
(3) Fiir alle y € R™ ist vyB(v) € R™.

Beweis: Sei G die Menge aller v € C,, die die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillen. Dann ist G
offensichtlich eine Gruppe und Spin(n) C G. Wir setzen

1

plv)(y) =vyv™" fir ve GundyeR™.

Indem man wie im Beweis von Satz 1.2.2 verfihrt, sieht man, dass dies einen Gruppenhomo-
morphismus p : G — SO(n) definiert. Da p~|Spin(n) = p, ist ﬁ|Spin(n) surjektiv. Auflerdem ist
Ker p C Spin(n). Ist ndmlich v € Ker p, so gilt

vej =ejv fur j=1,...,n.

Dies liefert mit Lemma 1.1.10, dass v € R. Wegen (2) gilt v> = 1 und somit ist v = &1 € Spin(n).
Wendet man nun Lemma 1.3.8 an, so erhélt man Spin(n) = G. O

Lemma 1.3.8 Sei H eine Untergruppe der Gruppe G und sei 7 : G — K eine Gruppenhomomor-
phismus mit den folgenden beiden Figenschaften.

(1) Die Einschrinkung T’H :H — K von 7 auf H ist surjektiv.
(2) Kerr C H.

Dann ist H = G.

Beweis: Zu zeigen ist G C H. Sei g € G. Auf Grund von (1) existiert ein h € H mit 7(g) = 7(h).
Dann gilt 7 (gh™') = 7(g)7(h)~" = 1, d.h. gh=* € Ker7. Wegen (2) folgt gh™' € H. Damit ist
auch g = (gh™') h € H. O

Folgerung 1.3.9 Spin(n) ist eine Liesche Untergruppe von C.

Beweis: Mit Hilfe von Satz 1.3.7 sieht man, dass Spin(n) eine abgeschlossene Teilmenge von C;;
ist. Da Spin(n) nach Definition auflerdem eine Untergruppe von C; ist, folgt mit Satz 1.3.6 die
Behauptung. O

Als Néchstes bestimmen wir die Lie-Algebra spin(n) von Spin(n). Sei a(n) der von ege;, 1 < k <
I < n, aufgespannte Unterraum von C,. Im ersten Schritt zeigen wir

Lemma 1.3.10 Der Unterraum a(n) stimmt mit den von allen Produkten xy von Vektoren x,y €
R™ mit (x,y) = 0 aufgespannten Unterraum von C,, iberein.

10



Beweis: Sei
a(n) :=span{zy : z,y € R" und (z,y) =0} .
Offensichtlich gilt a(n) C a(n). Seien z,y € R™ und gelte (z,y) = 0. Dann ist

n

Z "y een

k,l=1
n
= E xkyk e2—|— E xkylekeH— E a:y eey
k<l k<l

xy —I—Z wy —xy eie;
k<l

= (xkyl — xlyk) eie; .
<l

e

Also ist zy € a(n) und es folgt a(n) C a(n). O
Satz 1.3.11 Die Lie-Algebra spin(n) der Spin-Gruppe Spin(n) ist a(n).

Beweis: Sei ¢(t) eine glatte Kurve in Spin(n) mit ¢(0) = 1. Dann ist

c(t) = ci(t) - - cm(t)
mit glatten Kurven c;(t), ..., ¢, (t) in S*~1. Damit ist

¢(0) = ¢1(0)e2(0) -+ - ¢m (0) 4+ €1(0)é2(0)e3(0) - - ¢ (0) + ... 4+ ¢1(0) - - - € —1(0) ¢, (0) -
Wir zeigen, dass jeder Summand auf der rechten Seite in a(n) liegt. Wegen ¢(0) = 1 und ¢;(t) €
Sn=1 st
c2(0) - (0) = ¢1(0)7 = —¢1(0) und  (¢1(0),¢1(0)) =0.
Also haben wir fiir den ersten Summanden nach Lemma 1.3.10
¢ (0)02(0) s Cm(O) = —él(O)Cl (0) S CI(TL) .
Weiter sehen wir
c1(0)¢2(0)e3(0) -+ e (0) = €1(0)é2(0)e2(0) " er (0) 7
= —¢1(0)¢2(0)c2(0)e; (0)
— (1(0)é2(0)e1 (0) 1) (e1(0)e2(0)er (0) 1)

Da mit den Vektoren ¢(0) und c2(0) auch die Vektoren c;(0)é2(0)ci(0)~1 und ¢1(0)ca(0)er (0) 71
zueinander orthogonal sind, liegt folglich auch der zweite Summand in a(n). Fiir die anderen
Summanden geht man analog vor. Damit ist die Inklusion spin(n) C a(n) bewiesen.

Andererseits ist

= (s (£ o cos (1)) (s (£ e s (4) )
= cos(t) + sin(t) exe;

fiir k # [ eine Kurve in Spin(n) mit ¢(0) = 1 und ¢(0) = exe;. Demzufolge gilt auch a(n) C spin(n).
O

Sei A wieder eine endlich-dimensionale assoziative Algebra mit 1. Die Exponentialabbildung
exp : A — A ist durch
exp(a Z Ll

definiert. Die folgenden Eigenschaften der Exponentlalabblldung konnen leicht nachgerechnet wer-
den.
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Lemma 1.3.12 Seia € A.

(i) Fir alle s,t € R ist exp(sa+ta) = exp(sa) exp(ta). Insbesondere ist exp(a) exp(—a) =1 und
somit exp(a) € A*.

(ii) Fir alle b € A* ist exp (bab™') = bexp(a)b™?.

(iii) Es gilt

d

T exp(ta) = exp(ta)a .

Insbesondere ist

ge (ta) =a
ar P =0

Sei G eine Liesche Untergruppe von A* und sei g die Lie-Algebra von G.
Satz 1.3.13 Ista € g, so ist exp(a) € G

Beweis: Sei a € g. Wie man leicht sieht, definiert X (g) := ga ein glattes Vektorfeld X auf G. Sei
¢: I — G die maximale Losung des Anfangswertproblems

() =X(e(t)) und ¢(0)=1.
Dann ist ¢ auch eine Kurve in a und es gilt
¢(t) =c(t)a und ¢(0)=1.

Mit Lemma 1.3.12(iii) folgt
c(t) = exp(ta) firalle tel.

Ist m € N derart, dass 1/m € I, so haben wir also

o () (2)

und damit wegen Lemma 1.3.12(i) auch

1 m
exp(a) = exp (m a) €G.

Beispiel 1.3.14 Fiir die Erzeuger eye;, k < [, von spin(n) gilt (ere;)> = —1. Folglich ist
exp(tege;) = cos(t) + sin(t)exe; .

O

Sei B eine weitere endlich-dimensionale assoziative Algebra mit 1, sei H eine Liesche Untergruppe
von B* und sei h die Lie-Algebra von H. Ist A\ : G — H ein glatter Gruppenhomomorphismus, so
sei Ay : g — b das Differential von A im Punkt 1. Demnach ist

Ai(a) = %)\(exp(ta)) fir acg.
t=0

Satz 1.3.15 Fiir alle a € g gilt exp(A.(a)) = A(exp(a)).
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Beweis: Fiir die Kurven ¢ (t) = exp(A«(ta)) und cx(t) = A(exp(ta)) gilt ¢1(0) = ¢2(0) =1,

(1(8) = S exp(th.(a)) = exp(th. (@))A (@) = 1 (D (a)

dt
und q q
t) = TNt +5)a)| = M eplta)Mep(sa)| = ea(tA(a).
S s=0 ds s=0
Die Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen impliziert, dass ¢ (t) = ca(t) fiir alle ¢ € R.
Insbesondere ist ¢1(1) = co(1), d.h. exp(A«(a)) = A(exp(a)). O

Satz 1.3.16 Die Abbildung A« : g — b ist ein Lie-Algebrenhomomorphismus. Das heif$t, fir alle
a,beg gilt
Ax([a, 0]) = [Ax(a), Au(B)] -

Beweis: Seien a,b € g. Nach dem Beweis von Lemma 1.3.3 ist

dd
la,b] = T ds exp(ta) exp(sb) exp(—ta)

s,t=0

)

s,t=0

Damit und mit Satz 1.3.15 sehen wir, dass

Ai([a, b)) = %)\* ( % exp(ta) exp(sb) exp(—ta)
t=0

- %%)\(exp(ta) exp(sb) exp(—ta))

— %% exp(th.(a)) exp(sA. (b)) exp(—tA«(a))

s,t=0
= [A(a), A ()] -

g

Satz 1.3.17 Fir alle v € spin(n) und alle y € R™ gilt

p«(v)(y) = vy —yv .
Insbesondere ist vy — yv € R™.
Beweis: Fiir v € spin(n) und y € R™ ist
d d
pe(V)(y) = ap(exp(tv))(y) =3 exp(tv)y exp(—tv) =vy —yv.
t=0 t=0

O

Sei By die n x n-Matrix, deren einziger von 0 verschiedener Eintrag eine 1 in der k-ten Zeile und

[-ten Spalte ist, und sei X R
Ey = Ey, — By € 50(n) .

Damit gilt
Eklej = 041€k und Eklej = 0jkx€] — 0j1€k fiir j = ].7 ey

Folgerung 1.3.18 Firl <k <l <n ist
p«(erer) =2Ey .
Beweis: Sei k < [. Nach Satz 1.3.17 ist

p«(erer)(e;) = epere; — ejepe;
= epee; +epeje + 20 ,€
= —25jlek + 26jkel .

Das ergibt die Behauptung. O
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1.4 Die Spin-Darstellung

Sei G eine Liesche Untergruppe von A*.

Definition 1.4.1 FEine reelle (bzw. komplexe) Darstellung von G ist ein stetiger Gruppenhomo-
morphismus T : G — GL(V), wobei V ein endlich-dimensionaler reeller (bzw. komplexer) Vektor-
raum ist. Man sagt dann auch, dass T eine Darstellung von G iiber V ist.

Bemerkung 1.4.2 Ist H eine Liesche Untergruppe von B* und ist A : G — H ein stetiger Grup-
penhomomorphismus, so ist A bereits glatt (vgl. [4], Satz 1.10.6). Insbesondere ist jede Darstellung
7 von G auch glatt. O

Definition 1.4.3 Sei 7: G — GL(V) eine Darstellung von G.

(i) Die Darstellung T heifit treu :<= 7 ist injektiv.
(ii) Ein Unterraum W von V heifit T-invariant <= Fiir alle g € G ist 7(g)(W) C W.
(iii) 7 heifst irreduzibel :<= Die einzigen T-invarianten Unterrdume von V sind die trivialen

Unterrdume {0} und V.

Wir betrachten die Spin-Darstellung x, : CS — End(A,) von CS und definieren die Spin-
Darstellung « von Spin(n) als die Einschrénkung von &, auf Spin(n),

K= “”|spin(n) : Spin(n) — GL(A,) .
Satz 1.4.4 Die Spin-Darstellung k ist eine treue Darstellung.

Beweis: Dass k eine Darstellung ist, folgt aus der Tatsache, dass k,, ein Algebrenhomomorphismus
ist. Ist n gerade, so ist k,, sogar ein Isomorphismus und damit ist x trivialerweise treu. Sei im Wei-
teren n = 2m + 1. Dann ist A,, = Ag,,,. Wir betrachten Cs,, als Unteralgebra von C,, und dement-
sprechend Spin(2m) als Untergruppe von Spin(n). Bezeichne H den Kern der Spin-Darstellung
k : Spin(n) — GL(A,). Wir miissen zeigen, dass H trivial ist. Als Kern eines Gruppenhomomor-
phismus ist H ein Normalteiler von Spin(n). Da p : Spin(n) — SO(n) surjektiv ist, ist p(H) ein
Normalteiler von SO(n). Auf Grund von

Kn(V) = Kam(v)  fiir alle v € Cap,
und der Tatsache, dass ko, ein Isomorphismus ist, haben wir
H N Spin(2m) = {1} . (1.4.1)
Weiter ist p(Spin(2m)) = SO(2m), wobei wir SO(2m) mittels der Einbettung

A €SO(2m) — ( ol ) € SO(n)

als Untergruppe von SO(n) verstehen. Ist nun B € p(H) N SO(2m), so existieren ein v € H und
ein w € Spin(2m) mit p(u) = p(w) = B. Da dann v = +w und da mit w auch —w in Spin(2m)
liegt, gilt w € H N Spin(2m). Folglich ist

p(H) N SO(2m) ={En} .
Sei jetzt C € p(H). Da n ungerade ist, besitzt C einen reellen Eigenwert. Folglich existiert ein

D € SO(n) mit
DCD™! €50(2m) .
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Weil p(H) ein Normalteiler ist, gilt dann DCD~! € p(H)NSO(2m). Demzufolge ist DCD~! = E,,
und damit C = E,,. Also ist p(H) = {E,}. Das impliziert H = {1} oder H = {£1}. Wegen (1.4.1)
und —1 € Spin(2m) ist der zweite Fall jedoch nicht méglich. O

Wir wollen jetzt zeigen, dass fiir gerades n die Darstellung & : Spin(n) — GL(A,,) in zwei irreduzible
Darstellungen aufspaltet. Sei also n = 2m. Dann ist e; - - - e, € Spin(n) und es gilt

eje;---e, =—e;---ee; fur j=1,...,n. (1.4.2)
Folglich liegt e; - - - €, im Zentrum von C%. Auflerdem ist
(€1 en)® = (=1)".
Wir setzen ¢ := (—1)"k(e1---e,) : A, — A,. Dann haben wir
¢* = (—1)"k ((e1---e,)?) =ida, (1.4.3)

und
por(u) = (—1)"k(er - -eyu) = (—1)"k(ue; ---e,) = k(u)o ¢ (1.4.4)

fiir alle u € Spin(n). Wegen (1.4.3) ist
A=A DA,

wobei
AL ={weA,:¢pw)=+w}.

Nach (1.4.4) sind die Rdume A}l und A, aufierdem k-invariant. Folglich sind durch
wE(u) = fi(u)’Ai fir wu € Spin(n)

Darstellungen ™ : Spin(n) — GL(A;}) und s~ : Spin(n) — GL(A,,) von Spin(n) definiert.

Definition 1.4.5 Die Elemente aus A} (bzw. A, ) heiffen positive (bzw. negative) Weyl-
Spinoren.

Satz 1.4.6 Die Darstellungen k und k= sind irreduzibel.

Beweis: Wir wollen hier nur den Fall n = 4 diskutieren. Fiir den allgemeinen Fall verweisen wir
auf [1].
Sei . .
1 1
a(l) := — und a(—1):= —
w=7(1) o= ()

und sei w(eg,e2) 1= a(e1) ® a(eq) fiir 1,69 = +1. Dann ist {a(1),a(—1)} eine Basis von C2
und somit {w(e1,e2) : €1,60 = +1} eine Basis von C? @ C2. Seien E,U,V,T wie im Beweis von
Satz 1.1.6. Dann ist
ralereseses) = (URE)- (VO E) (ToU) (ToV)=UVI?@UV =iT®iT = -TaT
und somit ¢ =T ® T. Auflerdem ist
Ta(e) =ea(e) fir e==1.

Folglich ist
d(w(er,e2)) = er1eaw(er, e2) -

Damit ist {w(1,1),w(—1,—1)} eine Basis von A} und {w(1, —1),w(—1,1)} eine Basis von A} .
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Sei jetzt
w=2z2w(l,1)+2ow(—1,—-1) mit 25,20 €C

ein nichttriviales Element von A} und sei W die lineare Hiille von {x(u)w : u € Spin(4)}. Fiir die
Irreduzibilitéit von xT miissen wir zeigen, dass W = AI. Zunéchst bemerken wir, dass

(I1+ik(ejez))w und (1 —ik(ejeq))w

in W liegen. Mit
k(ejex)w(er,e) =iTa(e1) @ aes) = ieg w(eq, e2)

sehen wir
(1+ik(ere2))w(1,1) =0,
(1+ik(erer))w(—1,—-1)=2w(-1,-1),
(1 —ik(ere2))w(1,1) =2w(1,1),
(1 —ik(ere2))w(—1,-1)=0
und weiter

(1+ik(erer))w =2zow(—1,—-1),
(1 —ik(erez))w =2z3w(1,1).

Also ist w(1,1) oder w(—1,—1) in W enthalten. Wegen

Ua(e) =ia(—e)

ist
ka(er)w(er,e2) = Ua(er) ® a(ee) =ia(—e1) ® a(e2) = iw(—¢1,2)
ka(es)w(er,e2) = Ta(er) @ Ua(es) = ier aler) ® a(—eg) = ie; w(eg, —&2)
und somit
k(eres)w(er,e2) = —ew(—e1, —€2) .
Folglich liegen w(1,1) und w(—1,—1) in W und damit ist W = AJ. Analog verifiziert man, dass
Kk~ irreduzibel ist. O

Wir miissen jetzt noch den Fall betrachten, dass n ungerade ist.
Satz 1.4.7 Ist n ungerade, so ist die Spin-Darstellung « : Spin(n) — GL(A,,) irreduzibel.

Beweis: Man verfihrt &hnlich wie beim Beweis von Satz 1.4.6. Ist z.B. n = 3, so benutzt man
Folgendes. Der Raum der komplexen 3-Spinoren ist C; und hat demzufolge {a(l),a(—1)} als
Basis. Wegen

k(eiez)ale) =iea(e) fir e==+1

ist
(1+ik(ereq))a(l)
(1+ik(ereq))a(—1)
(1 —ik(ereq))a(l) =
(1 —ik(ereq))a(—1)

Schliellich gilt
k(erez)a(e) =iUTa(e) = —ca(—e¢) .
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1.5 Die Clifford-Multiplikation

Wir nutzen den Algebrenhomomorphismus #,, : C5 — End(A,), um eine Multiplikationen von
Vektoren aus R™ mit komplexen n-Spinoren zu definieren.

Definition 1.5.1 Die Clifford-Multiplikation p: R" ®@ A,, — A, ist durch
wx @w) = ky(x)w  fir ze€R™ undw € A,
definiert.
Im Folgenden werden wir statt p(r ® w) meistens x - w schreiben. Aulerdem sei
Ty -Tg-- T  W=x1(Ta- Ty -w) flir zp,...,2, € R™.
Lemma 1.5.2 Fir alle z,y € R™ und alle w € A,, gilt
Ty wty-x-w=—-2xyw.
Beweis: Da &, ein Algebrenhomomorphismus ist, haben wir

oy Wty z W= (hn(®)kn(y) + fn(y)rn(@))w
= kp(zy + yo)w = £, (=2 (z, y))w = —2(z, y)w .

O
Lemma 1.5.3 Ist z-w =0 fiir ein x € R" und ein w € A,, und ist w # 0, so muss x = 0 sein.
Beweis: Ist x - w = 0, so gilt nach Lemma 1.5.2 auch
O=z-2-w=—|z|°w.
Ist w # 0, so folgt ||z[|? =0, d.h. z = 0. O

Entscheidend fiir die Konstruktion von Dirac-Operatoren auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist

Satz 1.5.4 Die Clifford-Multiplikation ist dquivariant beziiglich der Spin-Darstellung. Das heifst,
fiir alle uw € Spin(n), x € R™ und w € A,, gilt

r(u)(z-w) = (p(u)z) - (K(u)w) .
Beweis: Wir schliefien

K(w)(@ - W) = K (W) (@) Ky (u™) Ky (u)w

=k (uzu™") ke (w)w = (p(u)z) - (K(w)w) .

O
Satz 1.5.5 Sein =2m gerade und sei w € AE. Fiir alle v € R™ ist dann x -w € AF.
Beweis: Wegen (1.4.2) gilt
re;---e, = —e;---e,xr firalle ze€R".
Damit haben wir
@0 kin(x) = (—1)"kn(er  -e,z) = —(—1)"kp(zer - e,) = —kp(z)0 .
Dies liefert die Behauptung. O
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Satz 1.5.6 Fiir das Differential ks : spin(n) — End(A,) der Spin-Darstellung k : Spin(n) —
GL(A,) gilt
Fx = n"’spin(n) !
Insbesondere ist
kx(ere)w =eg -€e - w .

firl<k<l<nundwéeA,.

Beweis: Sei v € spin(n). Da &, linear ist, gilt dann

K«(v) = %Kn(eXP(tv))

=K (d exp(tv)
o \dt
U

Als Néichstes wollen wir die Spin-Darstellung x als eine so genannte unitire Darstellung be-
schreiben. Das heifit, wir werden auf A,, ein Skalarprodukt derart angeben, dass x(u) fiir jedes
u € Spin(n) unitir ist.

Bezeichne ( , )2 das Standardskalarprodukt auf C?. Wir definieren durch
(a1 ® - ®@am, b1 @ - ®@by) = (a1,b1)2- - (am, bn)2

ein Skalarprodukt (, ) auf A,, wobei n = 2m oder n = 2m + 1. Da {a(1),a(—1)} eine Orthonor-
malbasis von C? ist, bilden die Spinoren

W(517--~75m) = 3(51) P ®a(5m) y €y Em = +1 )
eine Orthonormalbasis von A,,. Sei SU(A,,) die Menge aller A € GL(A,,) mit
(Awq, Awg) = (wq,wo) fiir alle wyi,we € A,

und det(A) = 1. Dann ist SU(A,,) eine Liesche Untergruppe von GL(A,) und die Lie-Algebra
su(A,) von SU(A,,) besteht aus allen X € End(A,,) mit

(Xwi,wa) 4+ (wi, Xwe) =0 fiir alle wi,we € A,
und Tr(X) = 0. Ist n = 2m, so wird A} von allen w(ey,...,&,) mit €1---&, = 1 und A,

von allen w(eq,...,&y) mit 1---&, = —1 erzeugt. Folglich ist in diesem Fall die Aufspaltung
A, = A} ® A, orthogonal.

Satz 1.5.7 Die Spin-Darstellung k : Spin(n) — GL(A,,) ist unitir. Genauer gilt k(u) € SU(A,,)
fir alle w € Spin(n).

Zum Beweis des letzten Satzes benutzen wir

Satz 1.5.8 Sei G eine Liesche Untergruppe von A*, sei H eine zusammenhdngende Liesche Un-
tergruppe von B* und seien g und b die Lie-Algebren von G bzw. H. Ist dann A : G — B* ein
glatter Gruppenhomomorphismus und gilt A.(g) C b (bzw. Ai(g) = b), so ist A(G) C H (bzw.
AMG) C H).

Beweis: Siehe [2]. O
Beweis von Satz 1.5.7: Nach Satz 1.5.8 geniigt es zu zeigen, dass

kx(erper) € su(A,) fir 1<k<i<n. (1.5.1)
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Wir verifizieren hier nur, dass die letzte Beziehung fiir n = 3 und n = 4 gilt. Den allgemeinen Fall
behandelt man analog. Seien E, U, V,T wieder wie im Beweis von Satz 1.1.6 und sei

. 0 i
VV.1T<i O>'

Dann ist
K/g(el) = U s 53(82) = V s Kl3(€3> = W .
Mit U2 =V2=W?2 = —F und UV = W erhalten wir
k3(erex) =W, ka(eies) ==V, k3(ese3)=U.

Aufgrund von Satz 1.5.6 und der Tatsache, dass {U, V, W} eine Basis von su(2) ist, ist damit (1.5.1)
fir n = 3 gezeigt.

Weiter haben wir
ka(e1) =URE, k(e =VRE, rales)=TRU, rales)=TRV.

Auflerdem ist
Ua(e) =ia(—¢), Va(e)=ca(—¢e), Tale)=cale).

Damit sehen wir, dass

ka(ereg)w(er,e0) = (IT ® E)w(er,eq) = ieg w(er,e2) ,
ka(eres)w(er,e0) = IV @ U)w(ey,e2) = —eg w(—e1, —€2) ,
ke(ereg)w(er,ea) = IV @ V)w(ey,e2) = ier1ea w(—e1, —€2) ,
kq(eges)w(er,e2) = (—1U @ U)w(er,e2) = iw(—e1, —€2) ,
ka(eseq)w(er,e2) = (—1U ®@ V)w(ey,e2) = eaw(—e1, —€2) ,
ka(eseq)w(er,ea) = (B ®@1T)w(ey,e2) = ica w(er,e2) .

In der Basis {w(1,1),w(—1,—1),w(1,—1),w(—1,1)} ist folglich

Damit ist die Beziehung (1.5.1) auch fiir n = 4 gezeigt. O

Aus den letzten Uberlegungen ergibt sich

Folgerung 1.5.9 (i) Die Gruppe Spin(3) ist zu SU(2) isomorph.
(ii) Die Gruppe Spin(4) ist zu SU(2) x SU(2) isomorph.
Beweis: (i) Wir betrachten den Gruppenhomomorphismus « : Spin(3) — GL(Aj3). Nach Satz 1.4.4
ist x injektiv. AuBlerdem erhalten wir aus dem Beweis von Satz 1.5.7, dass
ks (spin(3)) = su(As) .

Mit Satz 1.5.8 folgt, dass
k(Spin(3)) = SU(A3) = SU(2) .

(ii) Nach dem Beweis von Satz 1.5.7 ist
K« (spin(4)) = su(A}) @ su(A)) .
Hieraus leitet man analog zu (i) ab, dass

Spin(4) = SU(A]) x SU(A;) = SU(2) x SU(2) .
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Satz 1.5.10 Die Clifford-Multiplikation ist schiefhermitesch. Das heif§t, fir alle x € R™ und alle
wi, Wy € A, gilt
(x - wy,wg) = — (w1, 2 - Wa) .

Beweis: Die Matrizen U und V sind schiefhermitesch, wéhrend T hermitesch ist. Das liefert die
Behauptung. O

1.6 Reelle und quaternionische Strukturen auf dem Raum der komple-
xen Spinoren

Sei V ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum.

Definition 1.6.1 Finereelle (bzw. quaternionische) Struktur aufV ist eine konjugiert lineare
Abbildung J -V — V mit J? =idy (bzw. J?> = —idy).

Lemma 1.6.2 Sei J eine reelle Struktur aufV und sei V1 der Figenraum von J zum FEigenwert 1.
Dann ist

V=V, @iV;.
Das heifit, V ist die Komplexifizierung von V...

Beweis: Sei V_ der Eigenraum von J zum Eigenwert —1. Wegen J2 = idy, ist

V=V, ,oV_.
Da J konjugiert linear ist, gilt J(iv) = —iJ(v) fiir alle v € V. Folglich ist V_ =iV,. O
Jede reelle Struktur auf V kann folgendermaBen konstruiert werden. Sei {vi,...,v,,} eine Basis

von V iiber C. Dann ist die durch

m m
J (szvk> = Zikvk fir z1,...,2, €C
k=1 k=1

definierte Abbildung J : V — V eine reelle Struktur auf V.

Ist J eine quaternionische Struktur auf V, so wird V durch
(z1 +jzo)vi=2v+ J(2ov) fir 21,20 € C

ein H-Modul. Demzufolge besitzt ein komplexer Vektorraum nur dann eine quaternionische Struk-
tur, wenn seine komplexe Dimension gerade ist.

Wir definieren auf Az = C2 durch
Jr(zh 22) = (21, —22) und Jq(zl, 2’2) = (—52, 21)
eine reelle Struktur J, und eine quaternionische Struktur J,.
Lemma 1.6.3 (i) Fir allew € Ag ist
Ji(er-w)=—er-Ji(w), Ji(ez-w)=—ex-Ji(w), Ji(ez-w)=esz-Jr(w).

(ii) Fir alle z € R3 und alle w € Az gilt

Jo(z-w) =z Jg(w) .
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Beweis: Fir U, V, T wie im Beweis von Satz 1.1.6 haben wir

JU=-UJ., LV=-VJ, JT=-TJ (1.6.1)
und

JJU=UJy, JV=VJy, JT=-TJg. (1.6.2)
Das impliziert die Behauptungen. O

Wir definieren jetzt J, : A, — A, fiir n > 2 wie folgt. Es sei

In =@ )@ & (Jq® Jy) fir n=8modern=8m+1,
2m
I =Jq @ (L ®J) @@ (Jy @ Jyg) fir n=8m+2odern=8m+3,
2m
In =@ ) Q& (Jq® Jy) fir n=8m+4odern=8m+5,
2m+1
In i =Jq (L ®@Jy) Q@@ (Jy ®Jy) fir n=8m+6odern=8m-+7
2m+1

mit einer ganzen Zahl m.

Satz 1.6.4 (i) In den Fillen n = 8m, n =8m + 1, n =8m+ 6 und n = 8m + 7 ist J, eine
reelle Struktur auf A,,. Andernfalls ist J,, eine quaternionische Struktur.

(ii) Istn=8m, n=8m+ 1, n=8m +4 oder n =8m + 5, so gilt
In(z-w) = —x - J,(w)
fiir alle x € R™ und w € A,,. Andernfalls ist
Jn(z-w) =z - Jp(w)
(iii) Die Abbildung J, ist Spin(n)-dquivariant, d.h.
Jn o k(u) = k(u) o J,
fir alle w € Spin(n).

Beweis: Man rechnet das mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (1.6.1) und (1.6.2) direkt nach.
Dabei geniigt es fiir (iii) zu zeigen, dass J,, 0 k.« (v) = k. (v) o J,, fiir alle v € spin(n). O

Fiir gerades n konnen wir wieder die Involution ¢ = (—i)"/?k(e;1 ---e,) : A, — A, betrachten.

Lemma 1.6.5 (i) Ist n =8m oder n =8m+4, so gilt J,0d = do J,.
(ii) Ist n =8m + 2 oder n =8m + 6, so gilt J, 0 p = —¢o J,.

Beweis: Nach Satz 1.6.4 kommutiert oder antikommutiert J,, mit der Clifford-Multiplikation. Dem-
nach haben wir

Jn o K(el o 'en) = Jn o} Hn(el) o:-+0 K/n(en)

=kn(er)o---okp(e,)od, =k(er---e,)od,.

In den Fillen n = 8m und n = 8m + 4 ist (—i)"/? = £1. Dagegen ist (—i)"/? = +i fiir n = 8m + 2
oder n = 8m + 6. Da J,, konjugiert linear ist, folgen die Behauptungen. O
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Definition 1.6.6 (i) FEin Spinorw € A,, heifft Majorana-Spinor <= J,, ist eine reelle Struk-
tur und Jp(w) = w.

(ii) Ein Majorana-Spinor heifst Majorana-Weyl-Spinor <= n ist gerade und ¢(w) = £w.
Nach Satz 1.6.4 existieren Majorana-Spinoren, falls n = 8m, n = 8m + 1, n = 8m + 6 oder

n = 8m + 7 ist J,. Weiter liefert Lemma 1.6.5, dass nichttriviale Majorana-Weyl-Spinoren dann
und nur dann existieren, wenn n ein Vielfaches von 8 ist.

2 Der Dirac-Operator

2.1 Spin-Strukturen

Alle im Folgenden betrachteten Mannigfaltigkeiten und Abbildungen seien glatt, also von der
Klasse C*°. Sei G eine Liesche Untergruppe von A*, wobei A wieder eine endlich-dimensionale
assoziative Algebra mit 1 ist.

Definition 2.1.1 Sei P eine Mannigfaltigkeit.

(i) Pine Linkswirkung (bzw. Rechtswirkung) von G auf P ist eine Abbildung
(9,p)) EGxPrgpeP (bzw. (p,g) € P x G pg € P)

mit den folgenden beiden Figenschaften.

(1) Fiir allep € P ist 1p =p (bzw. pl =p).
(2) Fiir alle g,h € G und p € P ist g(hp) = (gh)p (bzw. (pg)h = p(gh)).

Man sagt dann auch, dass G von links (bzw. von rechts) auf P wirkt. Die Abbildungen
Ly:peP—gpeP (bzw. Ry :p € P— pg € P) fir g € G heiffen Linkstranslationen
(bzw. Rechtstranslationen).

(ii) Eine Linkswirkung (bzw. Rechtswirkung) von G auf P heifit frei <= Gilt gp = p (bzw.
pg =p) fir einp € P und ein g € G, so ist g = 1. Sie heifst transitiv ;<= Fiir alle p,q € P
existiert ein g € G mit gp = q (bzw. pg = q). Sie heifit einfach transitiv ;<= Die Wirkung
ist sowohl einfach als auch transitiv.

Beispiel 2.1.2 Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und sei P(V) die Mannigfaltigkeit
aller geordneten Basen von V. Dann wirkt die Gruppe GL(n,R) wie folgt von rechts auf P(V). Ist
p=(ai,...,a,) € P(V) und ist A = (Ax)k1=1,...n € GL(n,R), so sei

pA: (ZAklak,...,ZAknak> . (211)
k=1 k=1

Offensichtlich gilt pE,, = p. Ist auch B = (Bi)k,1=1,....n € GL(n,R), so haben wir

(pA)B = (Z Bn Y Awag,...,» B ZAklak>
k=1 k=1

=1 =1
= (ZZAlellak7~-~aZZAlelnak> =p(AB) .
k=1 1=1 k=1 1=1

Also ist durch (2.1.1) tatséchlich eine Rechtswirkung definiert. Wie man leicht sieht, ist diese
Wirkung einfach transitiv. U
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Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Definition 2.1.3 Fin G-Hauptfaserbiindel diber M besteht aus einer Mannigfaltigkeit P, einer
Rechtswirkung von G auf P und einer Abbildung wp : P — M mit folgenden FEigenschaften.

1
2
3
4

wp ist surjektiv.
G wirkt frei auf P.
Firp,q € P gilt 1p(p) = 7p(q) genau dann, wenn es ein g € G mit pg = q gibt.

(1)
(2)
(3)
(4) Zu jedem x € M existieren eine offene Umgebung U C M von x und eine Abbildungs: U —
P mit mpos =idy.

Nach (2) und (3) wirkt G fiir alle x € M einfach transitiv auf P, := 75" ({x}). Eine Abbildung s
wie in Bedingung (4) heifit ein (lokaler) Schnitt des G-Hauptfaserbiindels.

Definition 2.1.4 Seien P und @ zwei G-Hauptfaserbindel tiber M.
(i) Eine Abbildung ® : P — Q heifst Hauptfaserbiindelisomorphismus <= & besitzt die
folgenden beiden Figenschaften.
(1) mgo® =mp.
(2) Fiir allep € P und g € G ist ®(pg) = ®(p)g.
(ii) Die Hauptfaserbiindel P und @ heiffen isomorph <= Es existiert ein Hauptfaserbindeli-

somorphismus ® : P — Q.

Man tiiberpriift leicht, dass jeder Hauptfaserbiindelisomorphismus ® invertierbar ist und dass die
inverse Abbildung ® ! ebenfalls ein Hauptfaserbiindelisomorphismus ist.

Beispiel 2.1.5 Die Produktmannigfaltigkeit P = M x G ist mit der durch
(z,9)h:=(x,gh) fir z€ Mund g,heqG

definierten Rechtswirkung und der Projektion mp = pr; : P — M auf die erste Komponente ein G-
Hauptfaserbiindel {iber M. Dieses Hauptfaserbiindel heifit das triviale G-Hauptfaserbiindel iiber
M. Durch s(z) := (x,1) ist ein globaler Schnitt s : M — P definiert. O

Lemma 2.1.6 Ist P ein G-Hauptfaserbiindel iiber M und existiert ein globaler Schnitts : M — P,
so ist P zum trivialen G-Hauptfaserbiindel M x G isomorph.

Beweis: Die durch
O(x,9) :=s(z)g fir e MundgeG

definierte Abbildung ® : M x G — P ist ein Hauptfaserbiindelisomorphismus. 0

Beispiel 2.1.7 Sei GL(M), fiir x € M die Mannigfaltigkeit aller geordneten Basen des Tangen-
tialraumes T, M und sei GL(M) die disjunkte Vereinigung aller GL(M),;,

GL(M) = | J GL(M), .
xeM
Die in Beispiel 2.1.2 angegebene Wirkung von GL(n, R) auf GL(M), induziert eine Rechtswirkung
von GL(n,R) auf GL(M). Sei mgrn) : GL(M) — M dadurch bestimmt, dass
ﬂ'éi(M)({x}) =GL(M), furalle ze€ M.

Ist (U, ¢) eine Karte von M, so ist das kanonische Reper (01, ..., 0,) zu ¢ ein Schnitt von GL(M).
Durch die Forderung, dass alle derartigen Schnitte glatt sind, verleihen wir GL(M) die Struktur
einer Mannigfaltigkeit. Insgesamt haben wir damit GL(M) als ein GL(n,R)-Hauptfaserbiindel
iiber M beschrieben. Dieses Hauptfaserbiindel wird das Reperbiindel von M genannt. O
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Fiir die weiteren Betrachtungen sind gewisse Unterbiindel des Reperbiindels wesentlich. Um diese
beschreiben zu kénnen, erinnern wir an den folgenden Begriff.

Definition 2.1.8 Fin (2,0)-Tensorfeld g auf M, d.h. eine Familie g = (8z)zcm von bilinearen
Abbildungen g, : T, M xT, M — R, heifst Riemannsche Metrik :<= Fiir alle x € M ist g, sym-
metrisch und positiv definit. Das Paar (M,g) wird dann eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
genannt.

Beispiel 2.1.9 Sei jetzt M mit einer Riemannschen Metrik g versehen. Bezeichne O(M), fiir
x € M die Mannigfaltigkeit aller geordneten Orthonormalbasen von T,M und sei O(M) die
disjunkte Vereinigung aller O(M),,

oM)=|J ow),.
zeM

Dann ist O(M) eine Untermannigfaltigkeit von GL(M). Indem wir die Rechtswirkung GL(M) x
GL(n,R) — GL(M) auf O(M) x O(n) einschrénken, erhalten wir eine Rechtswirkung von O(n) auf
O(M). Mit dieser Rechtswirkung ist O(M) ein O(n)-Hauptfaserbiindel {iber M. Ist M orientiert,
so haben wir analog das SO(n)-Hauptfaserbiindel

soM) = | J soM), .
xeM

Dabei ist SO(M), die Mannigfaltigkeit aller geordneten Orthonormalbasen von T, M in der fixier-
ten Orientierung. O

Im Weiteren sei (M, g) eine n-dimensionale, orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit. Bezeichne
p : Spin(n) — SO(n) wieder die in Abschnitt 1.2 beschriebene Uberlagerung.

Definition 2.1.10 (i) Eine Spin-Struktur von (M, g) ist ein Paar (P, F') bestehend aus einem
Spin(n)-Hauptfaserbiindel P und einer Abbildung F : P — SO(M) derart, dass

(1) WSO(m) oF = Tp und
(2) F(pu) = F(p)p(u) fir alle p € P und u € Spin(n).

(ii) Zwei Spin-Strukturen (Py, Fy) und (P2, F3) von (M, g) heiffen isomorph <= Es existiert ein
Hauptfaserbiindelisomorphismus ® : P, — Py mit Fo 0o ® = F7.

Beispiel 2.1.11 Sei T, R™ fiir x € R™ wie iiblich mit R™ identifiziert und sei R™ mit der Eukli-
dischen Metrik gg, d.h. der durch

(gr)z(v,w) = (v,w) fir v,weT,R"=R"
definierten Riemannschen Metrik versehen. Dann ist durch
s(z) := (eq,...,e,) firalle zeR"

ein globaler Schnitt s : R — SO(R") des SO(n)-Hauptfaserbiindels SO(R™) gegeben. Dabei
bezeichnet {eq,...,e,} wie bisher die Standardbasis von R"™. Wir setzen P := R"™ x Spin(n) und
definieren F' : P — SO(R™) durch

F(z,u) :=s(x)p(u) fir z € R" und u € Spin(n) .

Wie man sofort sieht, ist (P, F') eine Spin-Struktur von (R, gg). O
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Beispiel 2.1.12 Sei die Einheitssphire S® C R™*! mit der Standardmetrik gg;, also der durch
(gst)z(V, W) := (v,w) fiir v,weT,S"cR""!

definierten Riemannschen Metrik versehen. Wir zeigen zuniichst, dass das Hauptfaserbiindel
SO(S™) mit SO(n + 1) identifiziert werden kann. Dazu betten wir die Gruppe SO(n) durch

A0

AGSO(n)»—>< 0

) €S0(n+1)

in SO(n + 1) ein. Dies induziert eine Rechtswirkung von SO(n) auf SO(n + 1). Zusammen mit der
durch
TSO(n+1) (B) = Ben+1 fir Be SO(TL + 1)

definierten Projektion mgo(41y @ SO(n + 1) — 8™ erhilt SO(n + 1) die Struktur eines SO(n)-
Hauptfaserbiindels iiber S™. Wir definieren ® : SO(n + 1) — SO(S™) durch

®(B) := (Bey,...,Be,) .
Dann ist ® ein Hauptfaserbiindelisomorphismus. Aus
T,S" ={veR"": (v,z) =0} firalle z¢€S"

folgt némlich, dass mgo(sn) © ® = 750 (n41). Fiir A = (Ari)k,i=1,...n. € SO(n) und B € SO(n + 1)
haben wir aulerdem

®(BA) = (BAey,...,BAe,)

= BZAklek,...,BZAknek>
k=1 k=1

Indem man benutzt, dass die Einschrinkung von p : Spin(n + 1) — SO(n + 1) auf Spin(n) mit
der Uberlagerung p : Spin(n) — SO(n) iibereinstimmt, iiberpriift man nun leicht, dass Spin(n + 1)
zusammen mit der Abbildung ® o p : Spin(n + 1) — SO(S™) eine Spin-Struktur von (S, gs) ist.

O

Nicht jede orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) besitzt eine Spin-Struktur. Dariiber-
hinaus miissen diese im Falle ihrer Existenz nicht eindeutig bestimmt sein. Genauer hat man
folgendes Resultat.

Satz 2.1.13 Eine orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) besitzt genau dann eine Spin-
Struktur, wenn die 2. Stiefel-Whitney-Klasse wo(M) € H?(M;Zs) verschwindet. In diesem Fall
wird die Menge aller Isomorphieklassen von Spin-Strukturen von (M,g) durch die 1. Kohomolo-
giegruppe HY(M;Zs) von M mit Werten in Zo klassifiziert.

Beweis: Fiir einen Beweis verweisen wir auf [3]. O

Bemerkung 2.1.14 In den Beispielen 2.1.11 und 2.1.12 haben wir Spin-Strukturen von (R", gg)
und (S™,g) angegeben. Da H!(R";Zy) und H'(S";Zsy) trivial sind, besitzen (R",gg) und
(S™, gst) nach Satz 2.1.13 bis auf Isomorphie genau eine Spin-Struktur. O
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2.2 Das Spinorbiindel

Definition 2.2.1 Fin reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel diber M vom Rang m besteht
aus einer Mannigfaltigkeit £ und einer Abbildung g : € — M mit folgenden Eigenschaften.

(1) me ist surjektiv.

(2) Fir jedes ¥ € M ist &, = nz ' ({x}) ein m-dimensionaler reeller (bzw. komplezer) Vektor-
raum.

(3) Zu jedem x € M emistieren eine offene Umgebung U C M von x und Abbildungen ey, ... ey, :
U — & derart, dass

(a) mgoe; =idy firj=1,...,m und

(b) {e1(z),...,en(x)} fiir jedes x € U eine Basis von &, ist.

Eine Abbildung e : U — £ mit 7g o e = idy, wobei U C M offen ist, heifit ein (lokaler) Schnitt
des Vektorbiindels £. Den Raum aller dieser Schnitte bezeichnen wir mit I'(E, U). Aulerdem setzen
wir T'(E) := T'(E, M). Sind ey, ...,e, wie in (3), so nennt man die Abbildung s := (ej,...,ey) :
U — €™ ein (lokales) Reper von £.

Definition 2.2.2 Seien & und F zwei Vektorbiindel iber M.

(i) Eine Abbildung ¥ : & — F heifit Vektorbiindelhomomorphismus <= U besitzt die
folgenden beiden FEigenschaften.

(1) TF O U = TE .
(2) Fiir alle x € M ist die Abbildung ¥, := \II|5/ : &y — Fyp linear.

(ii) ¥ : & — F heifit Vektorbiindelisomorphismus <= Fir alle x € M ist U, ein Isomor-
phismus.

(iii) Die Vektorbindel & und F heiflen isomorph <= Es existiert ein Vektorbiindelisomorphis-
mus ¥ : & — F.

Beispiel 2.2.3 Sei V ein m-dimensionaler reeller (bzw. komplexer) Vektorraum. Dann ist die Pro-
duktmannigfaltigkeit £ = M x V mit der Projektion ¢ = pr; : £ — M auf die erste Komponente
und den Operationen
(z,v) + (z,w) == (z,v+wW)
und
z(x,v) = (x, 2v)
fir x € M, v,w € V und z € R (bzw. z € C) ein reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel iiber M

vom Rang m. Solche Vektorbiindel heifilen triviale Vektorbiindel. Ist {aj,...,a,,} eine Basis von
V, so ist durch s(z) := ((x,a;),...,(x,a,)) ein globales Reper s : M — £™ definiert. O

Lemma 2.2.4 Sei & ein reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel iber M vom Rang m und existiere
ein globales Repers : M — E™. Dann ist £ zum trivialen Vektorbiindel M x R™ (bzw. M x C™)
isomorph.

Beweis: Schreiben wir s = (eq, ..., e5), so definiert
U(z,y) =Y yex(w)
k=1

fir x € M und y € R™ (bzw. y € C™) einen Vektorbiindelisomorphismus ¥ : M x R™ — £ (bzw.
U:MxC" =€) O
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Beispiel 2.2.5 Das Tangentialbiindel 7'M und das Kotangentialbiindel T*M einer n-dimensio-
nalen Mannigfaltigkeit sind reelle Vektorbiindel vom Rang n. Das kanonische Reper (04, ...,0,)
zu einer Karte (U, ¢) von M ist eine Reper von T'M, dessen Dual (dnlcl7 . ,dx”) eines von T*M.

O

Wir beschreiben jetzt ein Konstruktionsverfahren fiir Vektorbiindel. Sei P ein G-Hauptfaserbiindel
iiber M und sei 7 : G — GL(V) eine Darstellung von G {iiber einem reellen (bzw. komplexen)
Vektorraum V. Dann wirkt G durch

(p,v)g := (pg,T (gil) v) fir (p,v)ePxVundgeqG

von rechts auf P x V. Wir definieren, dass (p,v) ~ (¢, w) fiir (p,v),(q,w) € P x V, falls es ein
g € G mit (¢,w) = (p,v)g gibt, und erhalten so eine Aquivalenzrelation auf P x V. Sei

Px,V:=(PxV)/~

der zugehorige Faktorraum und bezeichne [p, v] € P x, V die Aquivalenzklasse von (p,v) € P x V.
Sei mp : P x;V — M durch
mp([p,v]) == 7p(p)

definiert. Auflerdem setzen wir
[p,v]+ [p,w]:=[p,v+w] und z[p,v]:=[p,2v],

wobei wieder z € R (bzw. z € C). Man iiberpriift leicht, dass diese Definitionen unabhéngig von der
Wahl der Représentanten sind und dass P X V auf diese Weise die Struktur eines Vektorbiindels
iiber M erhélt. Ist s : U — P ein Schnitt von P und ist {a;,...,a,,} eine Basis von V, so bilden
die durch

ej(x) == [s(z), a]
definierten Abbildungen e; : U — P x,V, j =1,...,m, ein Reper von P x, V.

Definition 2.2.6 Das Vektorbiindel P x, V heifst das zu P beziiglich T assoziierte Vek-
torbiindel.

Sei im Weiteren (M, g) wieder eine n-dimensionale, orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit und
sei (P, F') eine Spin-Struktur von (M, g).

Beispiel 2.2.7 Sei 2 : SO(n) — GL(R"™) die Inklusion. Dann ist

U:(ay,...,a),y] € SO(M) x,R" — > ya; € TM

j=1

ein kanonischer Isomorphismus vom assoziierten Vektorbiindel SO(M) x, R™ auf das Tangenti-
albiindel TM. Wir miissen zeigen, dass ¥ korrekt definiert ist. Sei also A = (Aki)k1=1,...n € SO(n)

und sei A1 = (Akl)k 11, Dann ist

((ar,...,an),y)A = ((ZAklakan-aZAknak) ; (ZA” l,...,ZA"lyl>>
k=1 k=1 =1 =1
und

k=1 k=1

j=1 \i=1 kl=1j=1

was die gewiinschte Aussage liefert. Wie man sofort sieht, ist

gw(\y([(alv s aan)vyl}% \IJ([(ala cee ’an)7y2])) = <y1a y2> ’
wobei (aj,...,a,) € SO(M), und y1,y2 € R™. O
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Beispiel 2.2.8 Die Abbildung
[Pyl € P Xu0p R" — [F(p),y] € SO(M) x, R"

ist ein kanonischer Isomorphismus vom assoziierten Vektorbiindel P X,,, R™ auf SO(M) x, R™.
Wegen
[F(pu),p (v ) y] = [F(p)p(w),p (u™") y] = [F(p),y]
fir p € P, y € R™ und u € Spin(n) ist die obige Abbildung korrekt definiert. Mit Beispiel 2.2.7
folgt, dass auch das Vektorbiindel P X,o, R™ kanonisch isomorph zum Tangentialbiindel T'M ist.
Ist s: U — P ein Schnitt des Spin(n)-Hauptfaserbiindels P, so ist lings dieses Isomorphismus
Fos=([s,e1],...,[s,en]) -

O

Definition 2.2.9 Das zu P beziglich der Spin-Darstellung k : Spin(n) — GL(A,) assoziierte
komplexe Vektorbindel
S:=Px,A,

heif$t das Spinorbiindel von (M, g) beziiglich der Spin-Struktur (P, F'). Die Schnitte von S werden
Spinorfelder genannt.

Beispiel 2.2.10 Sei (P, F') die in Beispiel 2.1.11 angegebene Spin-Struktur von (R", gg). Dann
definiert

[(z,u),w] = (2, k(u)w)
fir £ € R”, u € Spin(n) und w € A,, einen Isomorphismus vom Spinorbiindel S auf das triviale
Biindel R™ x A,,. O

Wir definieren wie folgt eine so genannte Fasermetrik ({, ). )zea im Spinorbiindel S. Sei (, ) das
in Abschnitt 1.5 konstruierte Skalarprodukt auf A,,. Ist € M und sind [p, w1, [p,ws] € S,, d.h.
p € P, und wyi,ws € A,,, S0 setzen wir

([p, wa], [P, wa)e := (Wi, wa) .
Dies definiert ein Skalarprodukt ( , ), in S,. Ist ndmlich auch ¢ € P,, so ist ¢ = pu fiir ein
u € Spin(n) und folglich
[p,w;] = [pu,/i (uil) Wi] = [q, K (uil) Wi] fir ¢=1,2.
Da k nach Satz 1.5.7 unitér ist, gilt auflerdem
<n (u_l) Wi, K (u_l) W2> = (wy,wa) .

Sind 1, o zwei Spinorfelder auf U C M, d.h. ¢1,p2 € T'(S,U), so sei die Funktion {p1,¢2) €
C*°(U,C) durch

{1, p2)(2) := (p1(), p2())s
bestimmt.

Wir benutzen die Clifford-Multiplikation p : R™ ® A,, — A,, und Beispiel 2.2.8, um eine Clifford-
Multiplikation auf Biindelebene zu erkléren.

Definition 2.2.11 Die Clifford-Multiplikation u, : T, M ® S, — S, fiir x € M ist durch

ta([p, y] @ [p,w]) := [p, u(y @ w)

definiert, wobei p € Py, [p,y] € P X0, R" 2 TM und [p,w] € S. Ist X ein Vektorfeld und ¢ ein
Spinorfeld auf U € M, d.h. X e T(TM,U) und ¢ € T'(S,U), so sei X - p € I'(S,U) das durch

(X - 9)(x) = pa (X (2) @ p(x))

gegebene Spinorfeld.
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Die Korrektheit der Definition von p, folgt aus Satz 1.5.4. Fiir u € Spin(n) haben wir ndmlich

([0, 4] @ [p,w)) = o ([pu, p (™) y] @ [pu, & (u™') w])
= [pu,n((p(u ) y) @ (k (u ') w))]

[, i (u™") u(y @ w)]

= [p, m(y @w)] .

Sind X3,..., X, e T(TM,U) und ist ¢ € I'(S,U), so sei
X Xgoonn- Xmo=X1-(Xo - Xm ).
Lemma 2.2.12 Fir alle X,Y € T'(TM,U) und alle p € I'(S,U) gilt
XY p4+4Y X -p=-2g(X,Y)p.
Dabei ist die Funktion g(X,Y) € C*°(U,R) durch
g(X,Y)(z) := go (X (2), Y (2))
gegeben.

Beweis: Das folgt aus Lemma 1.5.2 und Beispiel 2.2.7. O

Lemma 2.2.13 Fiir alle X € T(TM,U) und alle ¢1, 92 € T'(S,U) ist
(X p1,02) = =(p1, X - p2) .

Beweis: Das ist eine Konsequenz aus Satz 1.5.10. O

2.3 Kovariante Ableitungen im Spinorbiindel
Sei & ein reelles (bzw. komplexes) Vektorbiindel iiber M.
Definition 2.3.1 Fine kovariante Ableitung V in & ist eine Abbildung
(X,0) eT(TM) xT() — Vxp e T(E)
mit den folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir alle f1, fo € C°(M,R), X1,Xo € T(TM) und ¢ € T(E) ist
Vixitpx0 = Ve + oVxp.
(2) Fiir alle X € T(TM) und @1, 92 € T'(E) ist
Vx(p1+¢2) =Vxpr + Vxps .
(3) Fiir alle X e T(TM), h € C°(M,R) (bzw. h € C>*(M,C)) und ¢ € T'(E) ist
Vx(hp)=Xh)p+hVxep.
Dabei ist X(h) € C*(M,R) (bzw. X(h) € C>*(M,C)) die Ableitung von h in Richtung X,

d.h.
X(h)(z) = (dh)x(X(x)) fir ze M.
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Eine kovariante Ableitung nennt man auch einen Zusammenhang. Nach Definition 2.3.1 braucht
man zur Berechnung von (Vx¢)(z) nur den Tangentialvektor X (z) € T,,M und den Schnitt ¢ auf
einer Umgebung von z zu kennen. Folglich ist V x ¢ auch fiir lokale Schnitte ¢ wohldefiniert.

Beispiel 2.3.2 Sei wieder V irgendein Vektorraum. Durch die Bedingung
p(r) = (z,p(x)) fir zeM

koénnen wir jeden Schnitt ¢ € I'(M x V) des trivialen Vektorbiindels M x V in kanonischer Weise
mit einer Abbildung ¢ : M — V identifizieren. Durch

Vxyp = X(p)

ist dann eine kovariante Ableitung V in M x V definiert. O

Wir benutzen die Riemannsche Metrik g und den Kommutator [X,Y] zweier Vektorfelder X,V
um gewisse kovariante Ableitungen im Tangentialbiindel T M auszuzeichnen.

Definition 2.3.3 Fine kovariante Ableitung V in TM heif$t metrisch <= Fir alle X,Y, 7 €
T(TM) gilt
X(g(Y,2)) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) .

Sie heifit torsionsfrei <= Fiir alle X,Y € I'(TM) ist

VxY -VyX =[X,Y].
Bekanntlich gilt

Satz 2.3.4 FEs gibt genau eine kovariante Ableitung in TM, die sowohl metrisch als auch torsi-
onsfrei ist. O

Die durch Satz 2.3.4 bestimmte kovariante Ableitung in TM wird der Levi-Civita-Zusammen-
hang von (M, g) genannt.

Einer metrischen kovarianten Ableitung V in T'M ordnen wir folgendermaflen eine auch mit V
bezeichnete kovariante Ableitung im Spinorbiindel S zu. Sei X € I'(T'M), sei ¢ € I'(S) und sei
s: U — P ein Schnitt des Spin(n)-Hauptfaserbiindels P der Spin-Struktur (P, F'). Wir definieren
ps: U — A, durch

p(x) = [s(x), ps(2)]  fiir zeU,

schreiben F'os = (eq,...,e,) und setzen
1 n
Vg =[5 X(p)] + 5 ;ej -Vxej- ¢ (2.3.1)

auf U.

Bevor wir iiberpriifen, dass durch die Gleichung (2.3.1) tatséchlich eine kovariante Ableitung in S
definiert ist, wollen wir diesen Ansatz durch die folgende Betrachtung motivieren. Wir nehmen fiir
den Moment an, dass ein globaler Schnitt s: M — P derart existiert, dass

VxY = [57 X(Ys)]

fir X,Y € I'(TM), wobei Y; : M — R™ dadurch bestimmt ist, dass das Vektorfeld Y ldngs
des kanonischen Isomorphismus von T'M mit P X,o, R” mit dem Schnitt [s, Y] korrespondiert.
Zum Beispiel ist das der Fall, wenn wir den Euklidischen Raum (R",gg) mit dem Levi-Civita-
Zusammenhang und der in Beispiel 2.1.11 angegebenen Spin-Struktur betrachten und als s einen
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in der zweiten Komponente konstanten Schnitt wahlen. In der beschriebenen Situation ist es na-
heliegend die kovariante Ableitung im Spinorbiindel & durch

Vxp:= [S’ X(QDS)}

zu definieren. Wir wollen jetzt sehen, wie sich diese Formel transformiert, wenn wir s durch einen
anderen globalen Schnitt von P ersetzen. Sei also auch s : M — P ein Schnitt von P und sei
o : M — Spin(n) durch

gegeben. Dann ist
Mit

folgt

und weiter
Ve =[5 X ()] + [s,6n (X(0)o™ ") @] - (2.3.2)
Sei andererseits (€1,...,8&,) := F 03, Dann ist (vgl. Beispiel 2.2.8)

& = [5,¢;] = [s,0(0)e;] = [s,0e;0 "]
und demzufolge
Vx& =[5, X (cejo )] = [s,X(0)ejo ™" —oejo " X(0)o!] .

Damit ist

Zéj -Vx€j-p= Z (cejo™") Ky (X(0)ejo™! —oejo ' X(0)o™") s

= Zae]a 'X(o Zo'ea ot ps

n

= |s,kp Zaeja_lX(U)eja_l s + Nkp (X(O')O'_l) s

Wir benutzen jetzt

Lemma 2.3.5 Fiir alle v € spin(n) gilt
Z ejve; = (4 —n)v
j=1

Beweis: Es geniigt, die Gleichung fiir die Erzeugenden eye;, k # [, zu verifizieren. Wir haben

€rereiey = —€ep = €erey
€exe e = —€e = €;€
und
2
€;epee; = —ere;ee; = ekelej = —ere
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fiir j # k,[. Folglich ist

n
Zejekelej =2ere; — (n— 2)exe; = (4 — n)ege; .
j=1

Da o(z)"' X (0)(z) € spin(n) fiir alle z € M, impliziert Lemma 2.3.5, dass
Z oejo ' X(o)ejot = (4 —n)oo ' X(0)o T = (4 —n)X(o)o .
j=1

Also ist .
D 8 Vx&p=4[s ki (X(0)07) @]
j=1

woraus sich mit (2.3.2) die Beziehung

3 S By
Vxe =[5 X(vs)] + 1 Z}ej “Vx& -
=
ergibt.

Wir kehren jetzt zum allgemeinen Fall zuriick und zeigen
Satz 2.3.6 Die Gleichung (2.5.1) definiert eine kovariante Ableitung V im Spinorbindel S.

Beweis: Man sieht leicht ein, dass die so beschriebene Abbildung alle Eigenschaften einer kova-
rianten Ableitung besitzt. Zu iiberpriifen bleibt, dass die Gleichung (2.3.1) nicht von der Wahl
des Schnittes s abhéngt. Dabei verfahren wir analog zur oben angestellten Betrachtung. Sei also
§: U — P ein weiterer Schnitt von P und sei o : U — Spin(n) durch § = so bestimmt. Wie oben
sehen wir, dass

5, X (ps)] = [s, X (05)] — [5,66n (X (o)) 5] . (2.3.3)
Wir setzen 0 := (0;)k,1=1,...n := poo : U — SO(n) und berechnen X (¢)o~'. Zunéchst stellen wir
fest, dass

pe (X(0)o™) = X(0)0" .

Ist ndmlich ¢ eine Kurve in M mit ¢(0) = 2 und ¢(0) = X (), so ist

pe (X))o @) ™) = To((0 o)) ™)

t=0

= %(po cgoc)(t)(poo)(z)™"

t=0
= g(9 oc)(t)f(x)!
ot t=0
= X(0)(2)0()" .
Demzufolge haben wir
pe (X (@) ™) = [ D X(0r5)005
i=1 ki=1,..n

1 Y X (0k;)01;(Erxt — En)
322

k<l j=1
1 n
=5 > 0k X (01)En -
k,lj=1
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Das impliziert mit Folgerung 1.3.18, dass

Z ij 9lj ere; . (2.3.4)
k l,j=1

Wie oben sei (€1,...,8,) := F o5. Dann gilt

éj = [g, ej S 96J ZH’W S, ek Z%ek
k=1
und somit . .
Vxéj = ZX(ij)ek + ZeijXek .
k=1 =

Folglich ist

Zéj-vxéj-<p: Z Orjer - (X (6i5)er +601;Vxe) - @
i—1 kl] 1

= E ij QZJ ep-e -+ E ijﬁljek Vxe-
k,l,j=1 k,l,j=1

S, Kn E 0r; X (015)erer | vs| + E Ori0ier - Vxer - ¢ .
k,lj=1 k,l,j=1

Mit Hilfe von (2.3.4) und
Z 01015 = On
Jj=1

erhalten wir

D8 Vxdj =4[5k, (X(0)o ") s + > er-Vxer . (2.3.5)
=1 k=1

Die Gleichungen (2.3.3) und (2.3.5) liefern schlieflich, dass
(S, X (¢s)] ZeJ V& ¢ =s, X(ps)] ZeJ Vxe; @
O

Definition 2.3.7 Die durch Gleichung (2.3.1) definierte kovariante Ableitung im Spinorbindel S
wird Spinorableitung genannt.

Die Spinorableitung ist im folgenden Sinne mit der Clifford-Multiplikation und der Fasermetrik
von S vertréglich.

Satz 2.3.8 Fir alle X,Y € I(TM) und alle p,» € T'(S) gilt
Vx(Y - ¢)=(VxY) - p4+Y - Vxp (2.3.6)

und
X (g, ) = (Vxp, @) + (9, Vx ) . (2.3.7)
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Beweis: Wir wihlen einen Schnitt s : U — P von P, setzen (eq,...,e,) := F os und rechnen dann
wie folgt auf der offenen Menge U C M. Wir schreiben

Y=1[sY] und Y= Zy_jej
j=1
sowie
e=Is,05] und ¢=Is,&].
Dann ist 4
Y7 =gl(e;,Y).

S

Auflerdem ist
Y. Y= [Sv HH(Y—S)@S]

und somit

1 n
V(Y 9) =[5, X(rn(V)es)] + 3 D5 Ve ¥ . (2.3.5)
j=1
Wir formen die beiden Summanden auf der rechten Seite um. Zunéchst haben wir

X (kn(Ys)ps) = rin (X (Ys))ps + i (Ys) X (05)

X (Ysj) ﬂn(ej)@s + 1 (Ys) X (¢5)

I
NERS

<.
Il
—

Il

X(g(ej, Y))rn(e;)ps + rn(Ys) X (5)

j=1

und damit
[s, X (kn(Yo)ps)] = Y X(g(e;,Y))ej - o+ Y - [s, X ()] - (2:3.9)

j=1
Mit Lemma 2.2.12 schlieflen wir

ej-Vxe;-Y -p=—e Y Vyej-p—2g(Vxe;,Y)e; ¢
=Y- €; - VXej -+ 2g(ej7Y)VXej P — 2g(VXej,Y)ej c Q.

Da die kovariante Ableitung V in T'M nach Voraussetzung metrisch ist, haben wir

deja vXejaek deja VXejvek? de]a ej7vXek:)

= —g(Vxer,Y) = —g | Y &(Vxe;,V)ej, e

und folglich

Zg(ej,Y)VXej = —Zg(vxej,Y)ej .
j=1 j=1
Also ist
1« 1, «
ZZej -Vxej- Y- -p= EY-ZeJ Vxe; - <,0+Zg e, Y)Vxej-¢. (2.3.10)
j=1 j=1 j=1

Aus (2.3.8), (2.3.9) und (2.3.10) erhalten wir

n
VX(YQD):ZX(g(e]aY))e] <)0+de]7 vXe] p+Y -Vxop,

j=1
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was zusamimen mit

n

VxY =) Vx(gle;Y)e) = > X(g(e;,Y))e; + > _gle;,Y)Vxe;
j=1

j=1 j=1
die Gleichung (2.3.6) liefert.
Zum Beweis der Gleichung (2.3.7) bemerken wir zuniichst, dass
X ({0, 2) = X({ps; @s)) = (X (s), Ps) + (s, X (P5)) -

Wegen
0=X(g(ej. ;) = 28(ej, Vxej)

und der Lemmas 2.2.12 und 2.2.13 haben wir auflerdem

(ej - Vxej-¢,0)+(p,ej-Vxe; @) =(e;-Vxej- o+ Vxej-ej @)
= —2g(ej, &) (v, P)
=0

und der Satz ist bewiesen. O

Wir wollen jetzt noch eine wesentliche Beziehung zwischen der metrischen kovarianten Ableitung
V in TM und der zugeordneten Spinorableitung angeben. Dazu erinnern wir an

Definition 2.3.9 Sei £ ein Vektorbiindel iber M und sei V eine kovariante Ableitung in €. Die
Kriimmung R von V ist die durch

R(X,Y)p =VxVyp—VyVxp - Vixyp

fir X, Y e T(TM) und ¢ € T'(E) definierte Abbildung R :T(TM) xT'(TM) xT'(€) — T'(E).

Wie man leicht verifiziert, ist die Kriimmung R einer kovarianten Ableitung V ein Tensorfeld. Das
heifit, der Ausdruck R(X,Y)p ist in jedem seiner Argumente X,Y und ¢ linear iiber dem Ring
der glatten Funktionen. Damit hingt (R(X,Y)y)(z) € £, nur von X (z),Y (z) und ¢(z) ab.

Satz 2.3.10 Sei V eine metrische kovariante Ableitung in TM, sei R die Krimmung von V und
sei RS die Kriimmung der zugeordneten Spinorableitung. Dann gilt

RE(X,Y)p =

e~ =

n
D e R(X,Y)ej- ¢
j=1

fir X, Y €e T(TM) und ¢ € T'(S), wobei (e1,...,e,) ein (lokales) Orthonormalreper von M ist.

Beweis: Es kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass (e1,...,e,) ein Schnitt von SO(M) ist, d.h.
in der Orientierung von M liegt. Man wihle einen Schnitt s von P mit (ey,...,e,) = F os, nutze
Gleichung (2.3.1) und wende Lemma 2.2.12 und Satz 2.3.8 an. O

2.4 Definition und grundlegende Eigenschaften des Dirac-Operators
Wir betrachten weiterhin die folgende Situation. Es sei (M, g) eine n-dimensionale, orientierte,
Riemannsche Mannigfaltigkeit, (P, F') eine Spin-Struktur von (M, g) und S das zugehorige Spi-

norbiindel. Auflerdem sei eine metrische kovariante Ableitung V in T'M fixiert. Die zugeordnete
Spinorableitung ist dann eine Abbildung

VIS —-T(T"M®S).
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Weiter haben wir die Clifford-Multiplikation
w:T'TM®S) —-T(S).
Wir identifizieren das Tangentialbiindel TM mit dem Kotangentialbiindel T* M lings
veT,Mw—gy(v,-)eTiM
und erhalten so einen Isomorphismus

g T"MRS—-TM®S.

Definition 2.4.1 Der Dirac-Operator D : I'(S) — I'(S) ist die Verkniipfung der Abbildungen

\% g H
rS) — I(T"MesS) — INTMeS) — I(S).

Der Dirac-Operator D ist somit ein linearer Differentialoperator erster Ordnung. Lokal kann er wie
folgt beschrieben werden.

Satz 2.4.2 Sei (ey,...,e,) ein Orthonormalreper von M. Fiir jedes ¢ € T'(S) gilt
Dy = Zej Ve, 0.
j=1
Beweis: Fiir ¢ € T'(S) und X € I'(T'M) ist
VX‘P = Zg(ej,X)Vejgo .
j=1
Also ist
n
Vo => glej, )@ Vep
j=1
und folglich
(BoV)p = &®Vep,
j=1
was sofort die Behauptung liefert. 0

Beispiel 2.4.3 Nach Beispiel 2.2.10 kénnen wir Spinorfelder iiber (R™, gg) mit Abbildungen ¢ :
R™ — A, identifizieren. Die Spinorableitung zum Levi-Civita-Zusammenhang von (R",gg) ist
dann durch

Vxe=X(p)
gegeben. Folglich hat nach Satz 2.4.2 der Dirac-Operator D in diesem Fall die Gestalt

7j=1
O

Von jetzt an sei die betrachtete kovariante Ableitung in T'M stets der Levi-Civita-Zusammenhang.
AuBlerdem bezeichne im Weiteren (ey,...,e,) immer ein (lokales) Orthonormalreper von M.

Wir erinnern an
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Definition 2.4.4 Die Divergenz eines Vektorfeldes X € T'(TM) ist die durch
div(X) =) g (Ve, X ¢))
j=1
gegebene Funktion div(X) € C*°(M,R).
Bezeichne dM die Volumenform von M. Bekanntlich gilt
Satz 2.4.5 Ist M geschlossen, d.h. kompakt und ohne Rand, so ist
/ div(X)dM =0
M
fir alle X e T(TM). O

Sei TM® die Komplexifizierung des Tangentialbiindels 7M. Die Schnitte Z € T (TM C) kénnen
als
Z=71+12;

mit eindeutig bestimmten Z;, Zy € I'(T'M) geschrieben werden. Durch
div(Z) := div(Zy) +1div(Z2)

dehnen wir den Divergenzoperator auf I (TM C) aus. Ebenso setzen wir die Riemannsche Metrik g
und den Levi-Civita-Zusammenhang V in beiden Argumenten C-linear fort.

Lemma 2.4.6 Seien 1, ¢o € I'(S). Dann gilt
(D1, p2) = (1, Dipa) — div(2) ,
wobei Z € T’ (TMC) durch
g(Z,X) = {(p1,X - p2) firale X eT(TM)
bestimmt ist.

Beweis: Wir berechnen, dass

n

div(2) = g (Ve, Z,¢;) =

j=1

NE

(ej(8(Z.¢)) — 8 (Z, Ve,e5))

<.
Il
—

I
NIE

(ej(<901aej “p2)) — <801,Vejej : 502>) .

<.
Il
—

Mit Hilfe von Lemma 2.2.13 und Satz 2.3.8 schlieflen wir

(&j - Ve, 01,02) = —(Ve, 01,8 - p2)
= —e;((p1,€5 - p2)) + (91, Ve, (&) - 92))
= —e;({¢1,€j - ©2)) + {1, Ve,&j - 02) + (p1,€j - Ve,02) .

Indem wir jetzt iiber j = 1,...,n summieren und Satz 2.4.2 benutzen, erhalten wir die Behauptung.
O
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Satz 2.4.7 Ist M geschlossen, so ist der Dirac-Operator D formal selbstadjungiert, d.h.

/ (D1, p2) AM = / (p1, Dipa) dM

M M

fiir alle 1,92 € T(S).

Beweis: Das ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz 2.4.5 und Lemma 2.4.6. g
Folgerung 2.4.8 Sei M geschlossen. Dann sind die Eigenwerte von D reell.

Beweis: Sei £ ein Eigenwert von D und ¢ € I'(S) ein nichttriviales Spinorfeld mit Dy = £p. Dann
haben wir

loll? == /M<so,so> M #0

und wegen Satz 2.4.7

llol? = /M<D<P,s0> M = / (oD} aM =l

was £ = £, d.h. € € R impliziert. O

3 Beziehungen zur Geometrie des zu Grunde liegenden
Raumes

3.1 Kriimmungsgleichungen

Eine erste Beziehung zwischen der Kriimmung in 7'M und der in S haben wir bereits im Satz 2.3.10
kennen gelernt. Bevor wir eine weitere Identitéit von diesem Typ angeben werden, stellen wir einige
Fakten zur Kriimmung R des Levi-Civita-Zusammenhangs V zusammen. Da V torsionsfrei ist,
haben wir

Satz 3.1.1 (Erste Bianchi-Identitit) Fir alle X,Y,Z € T(TM) gilt

R(X,Y)Z +R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Durch
R(X,,X5,Y1,Y2) = g(R(X1, X2)Y2, Y1)

fir X7,X0,Y1,Ys € T(TM) verstehen wir die Kriitmmung R im Folgenden auch als ein (4,0)-
Tensorfeld auf M. Dieses (4, 0)-Tensorfeld nennt man den Riemannschen Kriimmungstensor
von (M, g).

Aus der Tatsache, dass V metrisch ist, und Satz 3.1.1 folgert man

Satz 3.1.2 Fir alle X1, X5,Y1,Ys €e T(TM) ist
R(X1,X2,Y1,Y2) = —R(X2, X1, Y1,Y2) = —R(X1, X2,Y5, Y1) = R(Y1, Y2, X1, Xo)

und

R(X1,X2,Y1,Y2) + R(X2, Y1, X1,Ys) + R(Y7,X1,X0,Y2)=0.
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Definition 3.1.3 Der Ricci-Tensor Ric von (M, g) ist das durch
Ric(X,Y) =) R(e;, X,e;,Y)
j=1
definierte (2,0)-Tensorfeld auf M. Die durch
Scal = Z Ric(ej, e;)
j=1
definierte Funktion Scal auf M wird die Skalarkriimmung von (M, g) genannt.
Mit Hilfe von Satz 3.1.2 rechnet man leicht nach, dass Ric symmetrisch ist. Es gilt also
Ric(X,Y) = Ric(Y, X) (3.1.1)
fiir alle X,Y € T'(TM). Durch die Bedingung
g(Ric(X),Y) = Ric(X,Y)

verstehen wir den Ricci-Tensor auch als einen Endomorphimus Ric : TM — T M. Offensichtlich
gilt

RIC(X) = XTI:II{IC()(7 ej)ej . (312)

Zwischen der Ricci-Kriimmung Ric und der Kriimmung RS der dem Levi-Civita-Zusammenhang
zugeordneten Spinorableitung besteht die folgende Beziehung.

Satz 3.1.4 Fiir alle X € T(TM) und alle p € T'(S) gilt
n S 1 )
> e R¥(ej, X)p = 5 Rie(X) .
j=1

Beweis: Wir nutzen die Sétze 2.3.10 und 3.1.2, Lemma 2.2.12 und die Gleichung (3.1.2) und schlie-
Ben

1 n
=1 > R(ej, X.een)ej e e
k=1

IR,

e R
:1 Z R(X,ej,el,ek)ek~ej~el~go+§ Z 5ij(ej,X7ek,el)el-ap
j,k, =1 7,.k,0=1

1 < I
=1 Z R(X,ej,el,ek)ek~ej~el~gp+§R1c(X)~g0.
Eine langliche Rechnung, die die erste Bianchi-Identitdt benutzt, liefert

n
E R(X,ej,er,ep)ep-e5-€-9=0
k=1

und damit die Behauptung. O
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Satz 3.1.5 Fiir alle p € T'(S) gilt
Zej -Ric(e;) - ¢ = —Scal ¢ .
j=1

Beweis: Mit Hilfe von (3.1.1) und (3.1.2) folgern wir, dass

Zej -Ric(ej) - ¢ = Z Ric(ej, er)e; - ek - ¢
j=1

k=1

: 1~ .
Ric(ej,er)e; - ex - o + 3 Z Ric(er,ej)er - €5 - ¢
1 jk=1

DN =

iNGERGNGE

J

Ric(ej,ex)(ej-ex-p+ex-e - @)
1

N | =

J

Ric(ej, ex)djrep

NE

=

J.k=1

= —Scal ¢ .

Definition 3.1.6 FEin Spinorfeld ¢ € T'(S) heifit parallel :<—= V¢ =0, d.h.
ngﬁ =0
fir alle X e T(T'M).

Bemerkung 3.1.7 Die Gleichung V¢ = 0 ist ein einfaches Beispiel einer so genannten spinori-

ellen Feldgleichung. O
Satz 3.1.8 Ist M zusammenhingend und ist ¢ € T'(S) parallel, so ist die Funktion || := \/{p, )
konstant.

Beweis: Sei ¢ € T'(S) parallel. Nach Satz 2.3.8 gilt dann
X (lel?) = (Vxe,0) + (0, Vx) =0
fiir alle X € T'(T M), was sofort die Behauptung liefert. O

Der néchste Satz stellt eine erste Beziehung zwischen der Existenz von Losungen gewisser Diffe-
rentialgleichungen iiber M und der Geometrie von M her.

Satz 3.1.9 Sei M zusammenhingend. Existiert ein nichttriviales paralleles Spinorfeld ¢ € T'(S),
so ist M Ricci-flach, d.h. Ric = 0.

Beweis: Sei ¢ € T'(S) parallel und nichttrivial. Dann gilt
RS(X,Y)p =0
fiir alle X,Y € T(T'M). Mit Satz 3.1.4 sehen wir, dass
Ric(X)p =0 fiir alle X € T(TM). (3.1.3)
Auflerdem gilt nach Satz 3.1.8, dass
p(x) #0 firalle ze M. (3.1.4)
Aus (3.1.3), (3.1.4) und Lemma 1.5.3 folgt die Behauptung. O
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3.2 Die Lichnerowicz-Formel und Eigenwertabschitzungen

Sei £ ein komplexes Vektorbiindel iiber der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) und sei V eine
kovariante Ableitung in £.

Definition 3.2.1 Der durch

n

=1

definierte Operator A€ : T(£) — T'(£) heifst der zu V assoziierte Laplace-Operator.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Definition von A¢ unabhingig von der Wahl des Ortho-
normalrepers (eq,...,e,) ist.

Satz 3.2.2 Sei M geschlossen, sei £ mit einer Fasermetrik ({ , )a)zem versehen und sei die
kovariante Ableitung V derart, dass

X((p1,902)) = (Vxpr, 02) + (p1, Vp2)
fiir alle X € T(TM) und alle 1,92 € T'(E). Dann gilt

/ (A% 1, 0) dM:/ <w1,w2>dM:/ {p1, M%) dM (3.2.1)
M M M

fir alle v1,p2 € T(E). Dabei ist die Funktion (Vp1,Vpa) € C°(M,C) durch

(Vp1, Vo) = Z Ve, 01, eJ<P2>

J=1

gegeben.

Beweis: Offensichtlich geniigt es, die erste Gleichung von (3.2.1) zu zeigen. Seien 1,2 € T'(€)
und sei Z €T (TM‘C) durch
g(Z,X)=(Vxep1,p2) firalle X eI(TM)

bestimmt. Wir fixieren jetzt einen Punkt x € M und wéihlen ein auf einer Umgebung von z
definiertes Orthonormalreper (eq,...,e,) mit der Eigenschaft, dass

(Vej)(z) =0 fir j=1,....n

Im Punkt z haben wir dann

n

div(Z Zg Ve, Z,6j) =Y _ei(g(Z.¢))) = Zej ((Ve, 01, 02))

j=1
und
<A5g01, o) = — Z (Ve,; Ve, 1, 02)
j=1
== i (Ve 01, 92)) + > (Ve,01, Ve, 02)
j=1 j=1
Also gilt
(Afp1,05) = —div(Z) + (Ve1, Vis)
auf M und mit Satz 2.4.5 folgt die Behauptung. O
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Definition 3.2.3 Der zur Spinorableitung assoziierte Laplace-Operator AS : T'(S) — I'(S) wird
Spinor-Laplace-Operator genannt.

Die Lichnerowicz-Formel setzt den Spinor-Laplace-Operator AS mit dem Quadrat des Dirac-
Operators in Beziehung und ist ein Beispiel fiir eine so genannte Weitzenbock-Formel. Bevor wir
dazu kommen, beweisen wir noch

Lemma 3.2.4 Fir alle X € T'(TM) und alle ¢ € T'(S) ist

DX -¢)=) e Ve, X ¢~ X Dp—2Vxgp.

Jj=1

Beweis: Mit Hilfe der Satze 2.3.8 und 2.4.2 leiten wir

DIX ) =Y ey Vo (X )

= e Ve X -0+ €-X-Veop

j=1 j=1

= e Ve X -0—Y X-e;j-Vep—2> g(X,e)Vep
j=1 j=1

j=1

=Y e Ve, X -9—X-Dp—2Vxp

Jj=1

ab. O

Satz 3.2.5 (Lichnerowicz) Fiir alle ¢ € T'(S) ist

Scal
D*p = ASp + % @.
Beweis: Wir fixieren ein © € M und wéhlen (eq,...,e,) wie im Beweis von Satz 3.2.2. Im Punkt x
gelten dann nach Satz 2.4.2 und Lemma 3.2.4 die Identitéten

D?*p = ZD (ej . Vejga)
j=1
== ;D (Ve,p) =2 Ve, Ve
j=1 j=1

= QASQD — Z €€k - VEIQVEJ‘SD
k=1
1 & IS
=2ASp — 3 Z € e Ve, Ve, 0 — 3 Z ep - €j - Ve, Ve, o
Gk=1 Jik=1

n

1 1 n n
=20% — 5 D e Ve Ve, ot s D e en Ve Vet D 0ixVe, Ve,

J k=1 j,k=1 j,k=1
1 n
= ASSO - 5 €€ - (vekvejw - Vejveng)
J,k=1
1 n
=ASp— 3 Z ej-er- RS(er,e)p.
J,k=1
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Nach den Sitzen 3.1.4 und 3.1.5 haben wir auflerdem

. 1« _ 1
E ej-ex- RS(ep,e)p = 3 E e; - Ric(ej) - o = —§Sca1<p
j,k=1 j=1

und der Satz ist bewiesen. O

Fiir die restlichen Betrachtungen in diesem Abschnitt setzen wir voraus, dass die Mannigfaltigkeit
M geschlossen ist.

Folgerung 3.2.6 Fiir alle p € T'(S) gilt
1
/ (D?p, ) dM :/ (Vp,V)dM + 1/ Scal (¢, p) dM .
M M M

Beweis: Das ist eine Konsequenz aus den Sétzen 3.2.2 und 3.2.5. g

Aus dem letzten Resultat leiten wir jetzt Abschitzungen fiir die Eigenwerte des Dirac-Operators
ab. Dabei bezeichne Scalp das Minimum der Skalarkriimmung von M,

Scalg := min Scal(z) .

Satz 3.2.7 Fiir jeden Figenwert & des Dirac-Operators D gilt

Scal
g2
Beweis: Fiir alle ¢ € T'(S) gilt
/ (Vip, Vo) dM > 0 (3.2.2)
M
und
/ Scal (p, p) dM 2/ Scalg (¢, @) dM = Scaly / (p,p)dM . (3.2.3)
M M M

Ist nun £ ein Eigenwert von D und ist ¢ € I'(S) ein nichttriviales Spinorfeld mit Dy = £p, so
impliziert Folgerung 3.2.6 zusammen mit (3.2.2) und (3.2.3), dass

Scalg

1
& [ o= [ (Ve Vo [ sab (o> 20 [ g pan,
M M M M

woraus sich wegen

/ (p, ) dM >0
M

bereits die Behauptung ergibt. O

Wie der néchste Satz zeigt, ist diese Abschitzung jedoch nicht optimal.

Satz 3.2.8 (Friedrich) Fir jeden Figenwert & des Dirac-Operators D gilt

&> n  Scalg

> — = (3.2.4)

Beweis: Zum Beweis dieser Abschétzung modifizieren wir die Spinorableitung V wie folgt. Sei
s €R. Fiir X e T(TM) und ¢ € T'(S) setzen wir

Vip :=Vxp+sX-p.
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Man iiberzeugt sich leicht davon, dass dadurch eine kovariante Ableitung V* im Spinorbiindel S
definiert ist. Fiir diese berechnen wir

(Vo070 = 3 (V8 0.V 6)

J

)
-

I

<Vejcp +sej -, Ve, + s€j - <p>
1

J

((Ve;0, Ve, 0) +5(ej - 9, Ve,0) + 5 (Ve, 0,85 - ) + 57(ej - .85 - )

I
M=

1

VCP, V‘P Z 4)07 €5 ve_7~30> + s <ej : Vej@? 50> + 82 <e§ 2 §0>) )
j=1

J

also
(Vo0,V*0) = (Vip, Vo) — 5(p, D) — (Do, ) + ns>(p, ) . (3.2.5)
AuBerdem betrachten wir den Operator D — s : T'(S) — T'(S). Fiir dessen Quadrat haben wir
(D = 8)*¢0 = (D = s)(Dp — sp) = D*¢ — sDp — D(s¢) + s°p = D*p — 2sDp + 5°p,

was mit Folgerung 3.2.6 auf

(STH ) (¢, 0)dM

(3.2.6)
fithrt. Sei nun £ ein Eigenwert von D und sei ¢ € I'(S) ein nichttriviales Spinorfeld mit Dy = £op.
Nach Folgerung 2.4.8 ist £ reell. Die Gleichungen (3.2.5) und (3.2.6) mit s = {/n ergeben

/M<(D—s)2so,<p> dM:/M<Vg0,V<p>dM—25/M<D<p,<p>dM+/

M

2
<V5/”so,Vf/”<p> = (Vyp, V) — %(%s@)

und

(¢-5) [ mar= [ wavpan o€ [ paars [ (3204 €Y pau
= /M <V§/"QO,V€/"QD> dM + (fj - 5:) /M<<,0,<p> dM

1
+7/ Scal (¢, o) dM
4 Jum

Folglich ist

-1 1
e [ fopaar = [ (Ve i) an+ g [ seallp e am
M M M
Scal
> = 0/ (g, ) dM (3.2.7)
M
was die Behauptung liefert. O

Bemerkung 3.2.9 Die Eigenwertabschitzung (3.2.4) ist scharf. Im Fall (M, g) = (S™, gs) wird
nédmlich die angegebene untere Schranke angenommen. O
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3.3 Killing- und Twistor-Spinoren

Definition 3.3.1 Fin Spinorfeld ¢ € T'(S) heifit Killing-Spinor :<= Es existiert eine kompleze
Zahl ¢ derart, dass
Vxp=CX" ¢

fiir alle X € T'(p). Die Zahl ¢ wird dann die Killing-Zahl von ¢ genannt.
Zwischen Killing-Spinoren und dem Dirac-Operator D bestehen die folgenden Beziehungen.
Satz 3.3.2 Sei v € I'(S) ein Killing-Spinor mit Killing-Zahl . Dann gilt

Dy =—nyp.

Somit ist jeder nichttriviale Killing-Spinor ein Eigenspinor von D.

Beweis: Es ist

n n
Dp=) &-Vep=C() & -p=-nlp.
j=1

j=1
O
Umgekehrt liefert der Grenzfall in der Ungleichung (3.2.4) Killing-Spinoren.
Satz 3.3.3 Sei M geschlossen, sei & ein Figenwert des Dirac-Operators D und gelte
2 n  Scalg
= 3.1
&= (3.3.1)

Dann ist jeder Eigenspinor ¢ € I'(S) von D zum Figenwert £ ein Killing-Spinor mit Killing-Zahl
—&/n und die Skalarkrimmung Scal von (M, g) ist konstant.

Beweis: Sei ¢ € T'(S) und gelte Dy = £p. Nach (3.2.7) und (3.3.1) ist dann V&/"p = 0, d.h.
Vxp+ %X-gp =0 firale X eI(TM),
und Scal = Scaly, womit die Behauptung bereits gezeigt ist. O

Die Aussage zur Skalarkriimmung im Satz 3.3.3 werden wir weiter unten verallgemeinern (vgl.
Satz 3.3.8). Bevor wir dazu kommen, stellen wir eine Uberlegung an, in der der Name Killing-
Spinor seinen Ursprung hat.

Definition 3.3.4 FEin Vektorfeld X € I'(TM) heifit Killing-Vektorfeld ;<= Lxg = 0.

Dabei bezeichnet £ die Lie-Ableitung. Bekanntlich gilt
(Lxg) (Y, Z) =g(VyX,Z) +g(Y,VzX) (3.3.2)

fir X,Y,Z € T(TM), wobei in dieser Formel V wieder der Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g)
ist.

Satz 3.3.5 Sei ¢ € I'(S) ein Killing-Spinor mit Killing-Zahl ¢ € R. Dann ist das durch

n

X<p = iZ(g@,ej . <p)ej

J=1

definierte Vektorfeld X, € T(T'M) ein Killing- Vektorfeld.
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Beweis: Wir fixieren ein # € M und wihlen ein Orthonormalreper (e, ...,e,) mit (Ve;)(z) =0
fir 5 =1,...,n. Im Punkt x haben wir dann

VyX, = iZ(<vY<P7ej o) + (o, Vy (e - ©)))e;
i=1

=i (Vve.ei-9) + (0,6 Vy)e;
J=1

= iCZ(W-%GJ o)+ (p,65 - Y - 0))e;

n

=i (p,(ej- Y =Y ;) - pe;

j=1
fiir alle Y € T'(T' M), wobei wir hier benutzen, dass die Killing-Zahl ¢ reell ist. Also gilt
8(Vy Xy, Z) =i, (Z-Y =Y - Z) - p)
fiir alle Y, Z € T'(TM). Mit (3.3.2) sehen wir, dass

(ﬂxwg) (Y.2) = g(VYXwZ) +g(Y, vZXw)
=i, (Z2-Y =Y -2)- o) +il{p,(Y-Z-Z-Y) )
=0.

O

Lemma 3.3.6 Sei M zusammenhingend. Dann ist jeder nichitriviale Killing-Spinor ¢ € T'(S)
nirgends 0.

Beweis: Sei ¢ € T'(S) ein Killing-Spinor mit Killing-Zahl ¢. Dann erfiillt ¢ fiir jedes X € I'(T'M)
die lineare Differentialgleichung
Vxp—(X-9=0,

was mit Hilfe der Theorie gewo6hnlicher Differentialgleichungen die Behauptung liefert. U

Definition 3.3.7 Fine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit Einstein-Mannigfaltigkeit
<= Es existiert eine Funktion f € C°(M,R) derart, dass

Ric(X) = fX
fir alle X € T(TM).

Satz 3.3.8 (Friedrich) Sei M zusammenhingend und sei ¢ € T'(S) ein nichttrivialer Killing-
Spinor. Dann ist (M, g) eine Einstein-Mannigfaltigkeit und die Skalarkriimmung von (M, g) ist

Scal = 4n(n — 1)¢? , (3.3.3)

wobei ¢ die Killing-Zahl von ¢ ist.

Beweis: Fiir X,Y € T'(TM) berechnen wir
R3(X,Y)p =VxVyp—VyVxe— Vixy)e
=C(Vx(Y ) = Vy(X p) - [X,Y] 9)
=((VxY = Vy X - [X,Y])- o+ ((Y - Vxp - X - Vyyp)
=CY - X-o-X-Y-p)
= 23X Y - p+g(X,Y)p) .
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Mit Satz 3.1.4 erhalten wir

Ric(X) ¢ =2 e;- RS(e;, X)p
j=1

=4 (] - X - o+ g(ej, X)ej - )
j=1
=4Cn-1)X -p.
Nach den Lemmas 1.5.3 und 3.3.6 haben wir damit
Ric(X) =4¢*(n - 1)X ,

woraus die Behauptung folgt. O
Folgerung 3.3.9 Die Killing-Zahl eines Killing-Spinors ist reell oder rein imagindr.
Beweis: Das ist eine Konsequenz von Gleichung (3.3.3). O

Definition 3.3.10 FEin Spinorfeld ¢ € T'(S) heifft Twistor-Spinor <= Fiir alle X € I'(TM)
18t

Vx<p+%X-Dgp:0. (3.3.4)
Lemma 3.3.11 Jeder Killing-Spinor ¢ € T'(S) ist ein Twistor-Spinor.
Beweis: Man benutze Satz 3.3.2. O
Lemma 3.3.12 Ein Spinorfeld ¢ € T'(S) ist genau dann ein Twistor-Spinor, wenn
X -Vyp+Y -Vxp= %g(X,Y)Dcp (3.3.5)
fiir alle X, Y € T(TM)

Beweis: Sei ¢ € T'(S) ein Twistor-Spinor. Indem man (3.3.4) mit einem Vektorfeld Y € TI'(T'M)
multipliziert, erhélt man

1
Y Vxp+ Y- X-Dp=0.

Damit gilt auch
1
X-VyngrﬁX-Y'Dcp:O.

Die Addition der letzten beiden Gleichungen ergibt (3.3.5).
Gelte nun umgekehrt (3.3.5). Diese Gleichung liefert fir ¥ = ¢;

2

2 n
EX - Dy = - Zg(X,ej)ej - Dy
j=1

=D& X Vot ) e Vxo
j=1 j=1

= —ZX-ej -Vejgo—QZg(X,ej)ej -¢+Ze3-vxap
j=1 j=1 j=1

=—-X -Dp—(n+2)Vxyp,

womit (3.3.4) gezeigt ist. O
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